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PREFAZmE 







ALLA più remota antichità i gcomdrl si sono occu- 
pati ad indagare le proprietà delle sezioni (‘uniche. La 
scoverta di queste curve fatta con tagliare il cono con 
piani diversamente inclinati viene comunemente attrilHiila 
a Platone; ma sembra che prima di questo filosufo fussc^ 
ro conosciute nella scuola di Pitagora. Infatti , il più an- 
tico scrittore di elementi delle sezioni coniche , di (*ui si 
ha notizia , fu Aristeo, che alcuni credono esser stato di- 
scepolo di Pitagora, da non confondersi con un altro Ari- 
steo, che fu discepolo di Platone. L’opera di Aristeo non 
ù giunta sino a noi , come pure si sono perduti i quattro 
libri , che Euclide scrisse intorno alle sezioni coniche. 
Tuttavolta possiam consolarci della perdita di queste due 
opere , Mrchè possediamo il trattato delle sezioni coniche 
di Apollonio da Perga , il quale meritò dagli antichi il 
glorioso titolo di grande geometra. 

Un tal trattalo era diviso in otto libri: per lungo tempo 
non si conobbero che i primi quattro , ed i rimanenti si 
tenevano come perduti ; ma fortunatamente si scovrirono 
altri tre libri ; ed ora manca solo l’ ultimo libro. 

Halley, illustre geometra inglese, si occupi) a riprodur- 
re questo libro, prendendo a guida le indicazioni lasciateci 
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da Pappo Alessandrino , c questa sua divinazione venne 
pubhiicata nella magniCca edizione, che fece ad Oxford 
do’ Conici di Apollonio. 

Ne’ primi quattro libri il geometra greco ha racchiuso 
non solo ciò che si conteneva negli scritti di Arisleo, e di 
Kuclidc , ma ha esposta la scienza sotto un punto di vista 
più generale , e vi ha aggiunto non pochi teoremi nuovi; 
come egli stesso ci avverte in una lettera ad Eudemo. 

1 tre libri rimanenti sono totalmente dovuti al genio di 
Apollonio, e si aggirano intorno a proprietà delle sezioni 
coniche, delle quali alcune sole fanno oggi parte degli 
clementi ; le altre come più recondite si sogliono trala- 
sciare. 

Dopo il risorgimento dello scienze i primi quattro libri 
costituirono gli elementi delle sezioni coniche , che s’ in- 
segnavano nelle scuole. Ma in progresso di tempo la 
scoverta de’ tre libri seguenti , e quella di altre proprietà 
importanti delle sezioni coniche fatte dai geometri mò^ 
derni, fecero nascere il bisogno di scrivere nuovi elementi 
di queste curve, che fossero più adatti alla istruzione del- 
la gioventù. Ed in vero l’opera di Apollonio dev’ esser 
considerata come un trattato assai prezioso per se stesso , 
ma non mai come una istituzione conveniente al progres- 
so, che le matematiche hanno fatto dopo che queste da- 
gli Arabi passarono nelle mani de’ geometri m Europa. 
Infatti in quel trattato le dimostrazioni delle proprietà 
delle curve coniche rispetto agli assi sono pesanti ed in- 
tralciate, perchè si fanno dipendere dal parametro. La 
teorica de’ diametri si trova appoggiata a mcdte verità' au- 
siliarie; e però riesce lunga e laboriosa, abbenchè sia espo- 
sta con quella mirabile esattezza, che trovasi in tutte le al- 
tre cose di Apollonio. Le proprietà delle tangenti e degli as- 
sintoti sono dimostrate in un modo prolisso ed astruso,- 
ed in quanto alla teorica de fuochi, questa non solamente è 
complicata e difficile ad apprendersi, ma è ancora monca 
ed imperfetta, perchè il geometra greco non conobbe il fuo- 
co della parabola; e per conseguenza non si trova nel suo 
libro l’importante teorica delle direttrici delle curve co- 
niche. 

E se alle cose precedenti si aggiunga dhe manca in dot- 
to libro il modo di descrivere graficamente le sezioni co-' 
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siche su] piano, si resterà coilviuti della necessità, che vi 
era di comporre nuove istituzioni di queste curve, che fos- 
sero più appropriate ai bisogni delle scuole. 

Gli autori di queste istituzioni seguirono due vie as- 
sai diverse fra loro. La maggior parte di essi rimase scru- 
polosamente attaccata al metodo di Apollonio ; solamente 
si applicò a renderlo più facile , e vi aggiunse ciò ch’era 
stato scoverto dalle meditazioni de’ geometri moderni. 
Con queste norme furono compilate quelle istituzioni , 
che il Pergola dice e9ser siale delibale dea conici di 
Apollonio, come sono quelle di Lahire , di Roberto Sim- 
son , di Grandi, di Gasoli, di Kiccolò de Martino, del- 
lo stesso Pergola, e di miri, che non occorre qui nominar 
re. Al contrario vi furono geometri , che disapprovarono 
il metodo di Apollonio , e tentarono nuove vie. Primo a 
fare questi tentativi fu ftlaurolico , famoso geometra sici- 
liano, il quale dimostrò in un modo semplice ed elegante 
le proprietà delle tangenti , e d^li asintoti , non già nei 
piano , come aveva fatto Apollonio , ma nel cono. Queste 
dimostrazioni meritarono le lodi de’ geometri , c basterà 
dire che vennero adottate da Claudio lllidorgio, e da Gre- 
gorio da S. Vincenzo. Ma disgraziatamente Maurolico si 
arrestò nel cammino intrapreso, e niun tentativo fece per 
rendere più semplice la teorica de’ diametri , e quella de’ 
fuochi, chesono le due principali teoriche delle curve co- 
niciie, alle quali si possono ridurre tutte le altre. Ciò non 
ostante il primo passo era fatto; e la via aperta dal geome- 
tra siciliano fu seguita da Desargu» , celebre geometra 
Xnmeese, il quale riusci con i principii della prospettiva ad . 
esporre le proprietà delle sezioni coniche in un modo nuovo 
e generale. HÙ per mala fortuna queste idee del Desargues 
non potevano esser valutate, come si conveniva, nel tem- 
po in cui furono concepite; e però vennero censurate acer- 
namente dagli appassionati lodatori degli antichi, a tal se- 
gno che financo i'opiTà di (pici geometra si e perduta! Kd 
una si/latta op|K>sizkme non potè neppure esser vinta da 
Pascal, altro illustre getmietra francese , il quale insisten- 
do sulle tracce di Desargues si allontanò totalmente dal 
nu'todo dì Apollonio, e produsse un trattato dì sezioni co- 
niche, dove la teorica di queste curve era gramlemenle 
«stesa, mercè i'ajuto di nuovi teoremi. Ln tal tratliito in- 
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contro là sorte di quello di Desargues, ma fortunatamente 
nn g(H)metra tedesco ne ha ritrovato una copia nei mano- 
sciilli dell’ immortale Leibnizio, la quale, nell’ora in cui 
scriviamo, sarà stata già pubblicata a Berlino. 

il geometra che segui più da vicino le tracce di Manro- 
lico, 111 il nostro Alfonso Borelli, il quale senza ricorrere ai 
principii della prospettiva, dimostrò nel cono non solo le 
proprietà delle tany;cnti, e degli assintoti, come aveva fat- 
to il geometra siciliano , ma d.d cono stesso ricavò la teo- 
rica de’ diametri. Questo lavoro è degno dell’illustre auto^ 
re del Molo degli Animali, ma non fece forbina, perchè 
si aveva una superstiosa venerazione per gli antichi geo- 
metri. Nè ebbe miglior sorte il trattato delle sezioni co- 
niche di Giovanni de Witt, geometra olandese , il qua- 
le espose la genesi , e le proprietà delle curve coniche 
sul piano, mettendo totalmente da banda la genesi , ed il 
metodo di Apollonio. Questa maniera di trattare le curve 
coniche sul piano venne pure seguita da Lahire in un pic- 
colo scritto intorno a queste curve, che non deve confon- 
dersi col grande trattato, dove segue il metodo di Apollo- 
nio, come dicemmo più sopra. Ed a questo proposito non 
vogliamo tacere che anche il Caravelli, dotto geometra 
napolitano , scrisse gli elementi delle sezioni coniche , 
senza far alcun uso del cono. 11 Boscovich espose anch’egli 
la genesi, e le proprietà delle curve coniche sul piano in un 
modo tutto nuovo. Questo celebre geometra non si man- 
tenne negli stretti limiti dell’antica geometria, ma fece uso 
di alcune di quelle idee, che oggi si veggono comunemen- 
te adoperate dai geometri oltramontani, come sarebbero 
i limiti, l’infinito, la legge di continuità, ccc. 

E questa in breve la ^oria delle sezioni coniche stnic- 
lichc , cioè di quelle istituzioni, nelle quali le proprietà 
delle curve coniche sono state dimostrate con la pura geo- 
metria. Passeremo ora a dire qualche cosa intorno alle se- 
zioni coniche analitiche, cioè intorno a quelle istituzioni, 
nelle quali le proprietà delle curve accennate vengono 
dimostrate coll’ajuto de’ simboli algebrici. 

L’Algebra serve non solamente a trovare la grandezza 
delle linee e delle parti dell’estensione, paragonale le mie 
con le altre, ma dà ancora il mezzo di determinare le fi- 
gure , die affctlauo queste linee , ed in generale le forme 
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dello spazio. Cartesio fu primo ad osserrare ' che queste 
forme stabiliscono delle relazioni dì grandezza fra linee 
rette; e cosi arriiù ad applicar falgebra alla teorica delle 
linee in generale, con la quale scoverla le matematiche 
cambiarono faccia totalmente. Purtiitlavolta nell’ esporre 
questa magnilìca dottrina nella sua geometria, il Cartesio 
suppone che si siano già studiate le proprietà delle sezio- 
ni coniche in Apollonio, e non applica propriamente l’al- 
gebra che ai luoghi geometrici , alla determinazione delh* 
tangenti alle cur>e , ed a quella delle radici dellequazioni 
per mezzo della intersezione delle medesime curve. Ed ec- 
co perchè troviamo che Lahire, c Giovanni de Witt scris- 
sero trattati di sezioni coniche sintetiche, che venivano se- 
guiti dai luoghi geometrici esposti colla nuova analisi Car- 
tesiana. Schooten , dotto comcntatorc della geometria di 
Cartesio , fece vedere che l’algebra poteva applicarsi an- 
cora a dimostrare le proprietà delle sezioni coniche; ma 
era riserbato all illustre Marchese de rilopital di dare un 
trattato compiuto delle sezioni coniche, e de’ luoghi geo- 
metrici con la nuova analisi Cartesiana. Vero c che in 
questo trattato l’algebra vi rappresenta una parte assai 
secondaria , perche vicn limitata a svolgere col suo lin- 
guaggio abbreviato le conseguenze, che si deducono dalle 
costruzioni preparatorie , le quali appartengono totalmen- 
te alla geometria , c formano la base di ogni proposizio- 
ne. Ma in progresso di tempo essendo cresciute le forze 
deH’algebra, si trattarono le sezioni coniche con metodo 
più analitico, partendo però sempre dalle. costruzioni pre- 
paratorie; ed in questo modo sono scritte le istituzioni di 
sezioni coniche analitiche di Lacaille, Bossut, Bezout, Rie- 
cati, Saladini , Pergola, et;c. 

Finalmente Lagrange e Monge indicarono il modo di 
trattare le quistioni di geometria con un metodo puramen- 
te algebrico, senza costruzioni geometriche preparatorie, e 
Lacroix fu primo a far conoscere questo metodo nel suo 
trattato di applicazione dell’algebra alla geometria. D’allo- 
ra in poi le proprietà delle curve coniche si danno come 
una delle applicazioni del metodo accennato, che comune- 
mente dicesi metodo delle coordinate ; donde poi è nato 
che ai trattati di applicazione deH’algclira alla geometria 
si dà il nome di geometria analitica a due, o a tre coor- 
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dinaie , secoodochè riguarda le quistioni di geometria 
nel piano , o nello spazio. 

Dopo il trattato del Marchese dell’llopital , le sezioni 
coniche sintetiche non più si ritrovano ne’ corsi francesi 
di matematica , come può vedei*si in quelli di Lacaille , 
di Bezout , e di Bossut , che scrissero prima di Lacroix. 
Questo autore , e gli altri , che sono venuti dopo , come 
Biot , Gamier , Boucharlat , Bourdon , Lefebure de Four- 
cy , etc. non hanno fatto che continuare nel sistema già 
stabilito nelle scuole francesi sin dal secolo passato : so- 
lamente all’analisi Cartesiana hanno sostituito il metodo 
delle coordinate. Questo sistema e’ ora generalmente adot- 
tato , ma sin dal suo nascere non venne approvato da 
molti geometri , fra i quali basterà nominare Roberto 
Simson , Horsley , Boscovich, e Gagnoli, i quali opina- 
rono che si dovessero studiare le sezioni coniche sinte- 
tiche prima di passare all' applicazione dell’ algebra alla 
geometrìa , altrimenti si metterel)l>e il piede in un labe- 
l into , senza avere il filo per uscirne. 

Le ragioni , che hanno fatto proscrivere le sezioni co- 
niche sintetiche dai corsi moderni di matematica, si pos- 
sono ricavare dal Saggio stili inaegnametUo di La- 
croix (*) , ’e si riducono a dire che essendosi applicata 
l’algebra alla geometria, le curve coniche devono far 
parte della teorica generale delle linee ; per conseguenza 
se con la pura geometria si dimostrassero le proprietà 
delle curve accennate , nascerebbe il grave inconveniente 
di trattare lo stesso argomento con due metodi diversi, 
senza necessità ; dappoichò i metodi generali , e tale è 
quello delle coordinate , quando sono bene esposti , rie- 
scono i più facili ; e non hanno bisogno per esser com- 
presi che siano preceduti da metodi particolari. 

Malgrado queste ragioni ci è sembrato di doverci at- 
tenere al parere de’ geometri più sopra nominati ; e di 
dar compimento alla prima parte del nostro Catechismo 
di matematiche pure con dimostrare geometricamente le 
principali proprietà delle sezioni coniche. 

Infatti , se non andiamo errati , si potrebbe rispondere 


(*) Pag. 531 , e 178. 
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a Larroix che la linea retta , ed il cerchio fanno parte del- 
la teorica generale delle linee ; e ciò non ostante le pro- 
prietà delie Ggure rettilinee , e del cerchio si dimostrano 
prima nella geometria piana ; poi nella geometria analiti- 
ca si toma a parlare delle proprietà dei cerchio , ed anche 
di alcune proprietà delle figure rettilinee , senza che mai 
alcun matematico abbia trovato a ridire intorno a questa 
maniera di trattare con due metodi diversi lo stesso argo- 
mento. Parimente, i problemi relativi alla risoluzione 
de'triangoli rettilinei e sferici si pongono non solo nella 
geometria piana e solida , ma ancora nella trigonometria 
rettilinea e sferica, vale a dire una volta si risolvono geo- 
metricamente, un’altra col calcolo. E quantunque le mi- 
sure delle linee, delle supi^rficie, e de’ volumi, apparten- 
gano alla teorica generale delle rettificazioni , delle qua- 
drature , e delle cubature, ossia al calcolo integra'e, non- 
dimeno nella geometria elementare si parla della rettifi- 
cazione della circonferenza , della quadratura delle figure 
rettilinee e del cerchio , di quella delle superficie de’ polie- 
dri e de’ tre corpi rotondi , non che della cubatura di que- 
sti medesimi solidi. Proseguendo in tal modo sarebbe fa- 
cile il dimostrare ebe quasi tutta la geometria piana e so- 
lida potrebbe esser tratbita come un rmno della scienza del 
calcolo ; e per conseguenza potrebbe esser fusa nei trattali 
di applicazione dell’algebra alla geometria. Siffat’a con- 
chiusione sarebbe ella approvata da Lacroix ? No certa- 
mente , perche nel suo corso di inalenuitica si trovano gli 
elementi di geometria scritti col metodo degli antichi geo- 
metri. Nè quella condiiusione potrebbe essere approvata 
ta dallo stesso Legendre , il quale si occupò a dimostrare 
algebricamente le proposizioni fondamentali della geome- 
tria piana ; dappoiché quel grande matematico ha scritto , 
come è noto, nuovi elemimti di geometria alla maniera degli 
antichi. Perche dunque Lacroix, Legendre, ed altri dotti 
geometri francesi , che sono venuti uopo , hanno conser- 
vala la geometria piana e solida , e non l’hanno trattata 
con i metodi generali, cioè con i metodi algebrici , se que- 
sti devono esser sempre preferiti ai metodi particolari nel- 
r insegnamento delle matematiche, stando a ciò che dice 
il Lacroix? Perchè , al dire di Lagrange , l’alfjebra s ap- 
poyyia , c s innalza sull’ ari/ m itica , o sulla yeome- 
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irla (*) ; e per ronsegiienza non si potrà mai compren- 
dere chiaramente l’ applicazione dell’ algebra alla geo- 
metria , se la geometria medesima non si sia studiata 
con i simboli, che le sono propiii , cioè con le lince , o 
in altri termini , non si sia studiata la quantità conti- 
nua in se stessa , e non come un ramo della scienza 
del calcolo. E’ dunque fuori dubbio die prima di passare 
all’ applicazione dell’algebra alla geometria vi debba esse- 
ri! una preparazione puramente g jometrica ; e però , trat- 
tandosi dell’ insegnamento delle matematiche , tutta la qui- 
stionc si riduce a sapere sin dove bisogna estendere una 
silfatta preparazione. Nè corsi francesi di matematica , co- 
me è noto , ella vien limitata alla sola geometria piana c 
solida ; e si crede che sia sufficiente a poter intendere pie- 
namente e chiaramente i trattati di geometria analitica a 
(lue , ed a tre coordinate. Malgrado questa maniera di ve- 
dere , che è oggi quasi dapertutto adottata, ci sembra che 
siffatti limili siano troppo ristretti ; e che però dovrebbero 
essere un poco più allargati , e comprendere tdmeno i 
])rincipii dell’analisi geometrica, e le sezioni coniche sin- 
t :tiche. Gli elementi poi di queste curve, (»me saggiar 
mente ha fatto il Gagnoli, dovrebbero limitarsi alle sole 
proprietà principali di esse, senza parlare de’ solidi pro- 
dotti dalla loro rotazione , come si praticava nelle antiche 
istituzioni ; e neppure dovrebbero occuparsi di certi argo- 
menti , che non si possono trattare, come si conviene , 
senza 1’ ajuto do’ metodi algebrici , come sarebbe , ad 
( sempio , la quadratura degli spazii iperbolici. La neces- 
sità (li allargare i confini della pura geometria, nell’inse- 
gnamento delle matematiche, vien provata, se non c’ in- 
ganniamo , invincibilmente dalle seguenti considerazioni. 

\2 analisi , considerala in generale, è il metodo che tie- 
ne la mente umana por piissare dai dati ai quesiti. Gli an- 
tichi geometri conoscevano la sola analisi geomeltica^ 
cioè quella che- risolve le quislioni di geometria con ado- 
perare lo sole linee. Vedemmo più sopra che Cartesio fece 
conoscere una nuova analisi, che consiste in un miscuglio 
di geometria e di algebra; e che era dovuta a Lagrange 


(*) Tratte de la resolution des rtjaalions numenyues — /»</*■ 
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ed a l’analisi a due od a tre coordinato, nella quale ' 

si adopera la pura alp;obra in unione di un piccolissimo 
numero di principii geometrici, senza far uso di oostruzio* 
ni geometriche preparatorie. Da ciò se^e che il metodo 
dell(> coordinate c I auidisi messa sotto la forma la più a- 
stratùi, che i geometri hanno potuto concepire, passando 

f ^radatamento dall’ analisi geometrica degli antichi a quel- 
a del Cartesio, e da questa al metodo accennato. Quindi 
per arrivare alla conoscenza ili un metodo così astratto si 
dovrà seguire quella stessa via, che condusse alla sua sco- 
verta ; c però nell’ insegnamento delie matematiche l’ ana- 
lisi geometrica deve precedere l’ applicazione dell’algebra 
alla geometria, altrimenti i principianti arriveranno di(E- 
cilraente, o non arriveranno affatto a formarsi l’idea chia- 


ra del metodo analitico, che seguono i geometri moderni» 
Infatti, adoperandosi nell’ analisi geometrica le sole linee, 
si può facilmente vedere la via che segue la nostra mente 
nella risoluzione delle qnistioni geometriche, perche quel- 
la via trovasi allo scoperto, e non c nascosta dai simboli 
algebrici. Laonde, se l’analisi geometrica sarà esposta con 
ordine scientifico, non si tarderà a conoscere che adope- 
rando il metodo analitico ogni quistione di geometria si 
l’iduce o ad un’altra quistione già risoluta, o alla interse- 
zione di due luoghi geometrici. Inoltre si vedrà che quan- 
<lo nell’ analisi si adoperano le sole linee, la prima ridu- 
zione si presenta naturalmente, ed è la più facile ; ma che 
la seconda riesce il più spesso difficile a praticarsi, ondo 
di rado veniva adoperata dagli antichi geometri, quan- 
tunque abbia un andamento rapido, e si presti facilmente 
alla discussione de’ problemi. Partendo da questi ammae- 
stramenti , e passando all’ applicazione dell’ algebra alla 
geometria i principianti vedranno facilmente che l’ analisi 
Cartesiana deve in preferenza attenersi alla prima riduzio- 
ne, perchò a simigli anza dell’ analisi degli antichi, il suo 
Principal fondamento consiste nelle costruzioni geometri- 
che preparatorie. Veiiranno al mntrario che il metodo del- 
le cooruinate d(>ve appigliarsi alla seconda riduzione, per- 
chè tolto le costruzioni preparatorie non gli rimane altra 
strada che quella di ricorrere alla combinazione de’ luoghi 
geometrici. Allora si potrà comprendere perche il metodo 
«idlc coordinate abbia un undomeuto regolare, ed uaifor- 
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me ; e perchè sia così generale, e così potente ; ed in fine 
perchè sia divenuto il metodo predominante nelle matema- 
tiche pure e miste. Ma se i principianti non hanno seguito 
i passi del metodo analitico nelle vie particolari ed aperte, 
che segue l’analisi geometrica degli antichi, come si po- 
trà pretendere che la loro mente s'innalzi alla sublime astra- 
zione del metodo delle coordinate? Locke insegna che le 
idee le più generali e le più astratte non sono quelle che la 
mente riceve le prime e con più facilità (*) : ed Eulero , 
l’analista per eccellenza, ci avverte che Tesarne de’ casi 
particolari apre il nostro intelletto alla conoscenza degli og- 
getti i più complicali (^**) ; e per conseguenza nell’insegna- 
mento delle matematiche è necessario che la esposizione 
dei metodi particolari preceda quella dei metodi generali: 
almeno per quanto basta a far acquistare la idea i^ara di 
questi lutimi metodi. 

Dalle cose precedenti apparisce manifesto che la sola 
conoscenza della geometria piana e solida non è sufficiente 
a far comprendere facilmente e pienamente l’ applicazione 
dell’algebra alla geometria; dappoiché nella geometria 
piana e solida le proposizioni sono esposte sintetican^nte ; 
e non si trova traccia del metodo analitico, che le ha fatte 
scovrire. Nè si opponga che studiando gli elementi di al- 
gebra i principianti acquistano l’ idea generale del metodo 
analitico ; e che questa idea basta a fargli comprendere 
i trattati di applicazione dell’ algebra alla geometria, al- 
lorché avranno studiata la geometria piana e solida. In- 
fatti, il metodo delle coordinate, come più sopra aldiiam 
veduto , non consiste nella pura analisi algebrica , ma 
risulta dalla unione di questa con l’ anaUsi geometrica 
messa sotto la forma la più astratta ; per conseguenza non 
si potrà acquistare T idea di quel metodo, senza aver pri- 
ma studiato le due analisi accennate. 

Le considerazioni fin qui esposte ci sembrano sufficien- 
ti a provare che nell’ insegnamento delle matematiche i li- 
miti, che ora si assegnano comunemente alla parte pura- 
mente geometrica, devono essere allargati con aggiunger- 


(*) Saggio stilf inlrllcj/o umano — lib. IV. 
(*•) Sletnorie di Berlino — amo V\A0‘ 
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vi i principii dell’analisi {'oomelrica. Ci resta a far vede- 
re che convien allargare idteriormente questi stessi limiti 
con r aggiunUi delle sezioni coniche sintetiche. 

I principii di analisi algebrica e di analisi geometrica 
bastano a far conoscere l’ andamento generale del metodo 
delle coordinate; ma per penetrare nelle viscere di questo 
bisogna vederlo nelle sue applicazioni , perchè allora si 
vengono a scovrire le leggi proprie del metodo , senza la 
qual conoscenza non si potrà mai adoperarlo com»? si con- 
viene. Ora è manifesto che le .applica/ioni accennate de- 
vono esser fatte sopra un numero di quistioni sufficienti 
a far conoscere le leggi, delle quali è parola; e che trattan- 
dosi di quistioni geometriche , (piesle d»*vono ess(*r già 
state risolute prima con la pura geometria, altrimenti i prin- 
cipianti saranno obbligati a dover lottare contro due diffi- 
coltà ; cioè con la novità del metodo, e eon quella del sog- 
getto della quistione. Or nei trattali di geometria analitica 
si espongono prima i principii generali del metodo delle 
coordinate; poi si fanno ordinariamente alcune poche 
applicazioni di questi principii alla risoluzione di quistioni 
relative alle figurt* rettilinee, ed al cerchio. La principale 
-e la più estesa applicazione de’ principii accennati si ridu- 
ce au investigare la genesi e le proprietà principali delle 
mirve di secondo grado, ossia delle curve (xmiclie. La 
prima applicazione c regolare , e soddisfa alle condizioni 
più sopra esposte ; ma non può dirsi lo stesso della se- 
conda, dove i principianti incontrano nel tempo stesso le 
difficoltà proprie del metodo delle coordinate, e quelle, che 
nascono dalla novità del soggetto. E non si può dire che 
la prima applicazione basta a far comprendere la set^onda 
come si conviene, perchè nel cerchio non vi sono fuochi, 
non direttrici, non rami infiniti, non assintoti , non dia- 
metri paralleli, non diametri coniugati disuguali, ed obli- 
qui, ecc. Or tutte queste cose s incontrano nelle sezioni 
coniche, e presentano non lievi difficoltà ai principianti, 
anche quando vengono esposte con la pura geometria. 

Dunque, per evitare l’inconveniente che vi sarebbe, se- 
condo Lacroix, nel trattare le sezioni coniche con due me- 
todi diversi, si va incontro ad un inconveniente assai più 
grave, cioè a quello di non comprendere come si convie- 
ne le proprietà di quelle curve, ed il metodo delle coordi- 
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nate. Infatti, lo stesso Lacroix {*) lia confessato ingenua- 
niente che i principii del metodo delle coordinate , esposti 
nel suo trattato di applica/ione dell’algebra alla geometria, 
non furono chiaramente intesi , allorché quel trattato ap- 
parve alla luce. Egli dice che la difficoltà incontrata nello 
studio della sua opera nasceva dalla novità di que’ princi- 
pii, e dalla mancanza di più estese dilucidazioni , ed ap- 
plicazioni di essi principii alla risoluzione de’ problemi. 
Epp(!rò vorrebbe oarci ad intendere che sia ora svanita 
ogni difficoltà nello stutliarc 1’ applicazione dell’ algebra 
alla geometria, perchè i principii accennati non solo han- 
no perduta la novità, che avevano, ma sono stati coinenta- 
ti, ed applicati alla risoluzione di un gran numero di pro- 
blemi nelle opere pubblicate in Francia dopo la sua. 

Ciò non ostante , l’esperienza prova che gli allievi in- 
contrano grande difficoltà, allorché passano dalla geome- 
tria piana e solida allo studio della geometria analitica; e 
ce no appelliamo a tutti quelli che hanno pratica dell’in- 
segnaiuenlo delle matematiche. E se quelle difficoltà ven- 
gono in parto superale, ciò avviene perchè quando l’ inse- 
gnamento è diretto da valenti istitutori , questi alla geo- 
metria piana e solida accoppiano 1’ esercizio della risolu- 
zione de’ problemi coll’ analisi geometrica ; e con le loro 
spiegazioni e preparazioni suppliscono o in parte o in tut- 
to alla mancanza delle sezioni coniche siulctichc. Ma sen- 
za ricorrere a private testimonianze , noi possiamo ci Lire 
documenti publdici , che ognuno può verificare. Infatti , 
diversi dotti analisti francesi , come Duhamel, tteuiau , 
Riti, ec. hanno recentemente pubblicato alcune raccolte di 
problemi risoluti colla analisi geometrica; e prima di qii<*- 
sti il (Celebre Hachetle aveva fatto tradurre dall inglese gli 
elementi di analisi geometrica di Leslie. Epperò si vede 
che nelle scuole francesi non si passa di un salto dalla 
geometria piana e solida alla geometria analitica, ma die 
prima si fanno esercitare gli alunni a risolvere i problenii 
coll’analisi geometrica. In «|uanlo poi alle. sezioni coniche,, 
nell’ opera stessa di Lacroix si trova esposta la genesi del- 
lo curvo coniche per mezzo del cono alla maniera di ApoL 
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Ionio; e si dimostrano le proprietà caratteristiche dello cur- 
ve medesime con la pura geometria ; c con questa stessa 
si trova esposto il metodo di tirare le tangenti in unione 
del metodo algebrico. Gli scrittori francesi di geometria 
analitica, che sono venuti dopo, non solo hanno conservato 
le cose geometriche accennate, maancora le hanno estese, 
in guisa che si può dire che oggi i migliori trattati di geo- 
metria analitica si trovano inficiti di considerazioni geo- 
metriche. 

Da questi fatti risulta chiaro che nell’ insegnamento del- 
le matematiche si sente la mancanza delle conoscenze geo- 
metriche, che trovasi nelle istituzioni comunemente adot- 
tate; e che vi si supplisce alla meglio parte con cscrcizii di 
scuola, parte con sopraccaricare di considerazioni geome- 
triche i trattati di applicazione dell’ algebra alla geometria. 
Ma supposto che con questi mezzi si ripari compiutamente 
a quella mancanza, questo stesso procedere mostra aper- 
tamente che le attuali istituzioni sono imperfette ; c che 
per togliere una tale imperfezione bisomia introdurre in 
esse i principi! deH’analisi geometrica, e le sezioni coniche 
sintetiche. Siflatta introduzione avrebbe anco il vantaggio 
di ristabilire r ordine logico nelle istituzioni accennale, li- 
berando la geometria analitica a due coordinate dalle con- 
siderazioni geometriche, che la ingombrano. Sicché l’ana- 
lisi geometrica e le sezioni coniche sintetiche occupereb- 
bero rispetto alla geometria analitica a due coordinate 
quello stesso posto che la geometria descrittiva occupa ri- 
spetto alla geometria analitica a tre coordinate, la quale, 
come c noto, non è infarcita di considerazioni geomclri- 
clie. Depurata in tal modo la geometria an.alilica adempi- 
rebbe assai meglio all’ ufficio, cui è destinala, cioè a quello 
di far conoscere agli allievi il metodo delle coordinale ; e 
potrebbe estendersi sino a dare una idea della teorica ge- 
nerale delle lince , che nel corso di matematica di Lacroix 
trovasi rilegatane! calcolo differenziale. Epperò, lo sezioni 
coniche sono state separate da quella teorica, quantunque 
faccian parte di essa; dappoiché, come abbiam detto, le 
prime vengono trattale colFanalisi a due coordinate, e la 
seconda coll’ analisi infinitesimale. E nonpertanto Lacroix 
sostiene che le sezioni coniche non si possono trattare una 
volta colla geometria, ed un’altra coH’algel»ra, per la ragione 
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che fanno parte della teorica generate delle linee , mentre 
egli stesso è stato obbligato a doverle separare da questa teo- 
rica. Nè poteva fare altrimenti, quando aveva adottato il si- 
stema, cheproscrive le sezioni coniche sintetiche dall’insegna^ 
mento delle matematiche. Infatti, quasi tutte le curve sono 
tli pura curiosità, ma le proprietà delle curve coniche sono 
d(‘lla più alta importanza, perchè fanno parte, per così di- 
re, mal eri (ue delie scienze csalle, onde conveniva 

esjwrle con tutte le particolarità necessarie a farle ben com- 
prendere, e con un metodo meno elevato deir 2 uialisi infi- 
nitesimale. Or se la cosa è così, e non altrimenti, perchè 
non si dovranno esporre le proprietà delle sezioni coniche 
col metodo geometrico, che si presenta naturalmente, su- 
bito che quelle proprietà devono esser conoseiute per se 
stesse, indipendentemente dalla conoscenza de’ metodi? 
Perchè le sezioni coniche non devono esser trattate come 
il cerchio, se questo fa parte di quelle, non essendo il cer- 
chio in sostanza clic una specie di ellisse? E perchè infine 
la maniera di vedere del Lacroix si mantiene tuttavia nel- 
le moderne istituzioni di matematica , se non corrLspondc 
all’ordine logico delle idee? Per rispondere in parte a que- 
ste domande , diremo che anche nelle scienze esatte ^li 
nomini tendono agli estremi, e però nelle antiche istituzio- 
ni si trova troppa geometria, nelle moderne troppo calcolo. 

IliacoB inira muros peccatur et extra, 

direbbe Orazio ; onde avviene che le prime tendono a pro- 
scrivere i metodi algebrici, e le seconde vorrebbero ridur- 
re tutta la geometria a non esser altro che un ramo della 
scienza del calcolo. Ci sembra che siffatte esagerazioni sia- 
no state prodotte dalla soverchia predilezione , che gli au- 
tori di quelle istituzioni avevano jier un metodo a prefe- 
renza di un altro , senza aver esaminato a rigore 1’ uso , 
che si doveva fare de’ metodi nell’ insegnamento delle ma- 
li maliche. Un poco di filosofia avrebbe potuto mantenere 
|e istituzioni nel giusto mezzo, c li in rle ìonlane tanto dal- 
le pretensioni de’ sintetici , che vorrebbero ridurre tutto a 
linee, quanto da quelle degli analisti, che vorri'bliero tutto 
ridurre a meccanismo di calcolo. Ma , dice l’ illustre geo- 
metra Poinsot : 
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» La filosofìa della scienza è ima parte^troppo trasciira- 
» ta dalla maggior parte degli autori, e nondimeno è la 
X più degna di essere coltivata, perchè le nostre formolo 
» ed i nosti teoremi i più notevoli riescono meno utili e . 
i meno preziosi in se stessi , che quella specie dì meta~ 

* fisica , che li domina , e gl' illumina; o che sola puù 
ì dare alla mente nuovè forze, per condursi ed innoltrarsi 

* nelle scienze (*). 

Non ostante queste autorevoli parole si è seguitato a te- 
ner lontana la filosofia dalle istituzioni di matematica , ed 
in prova di ciò riporteremo un passaggio di un altro dolio 
scrittore francese. 

» Tale è lo stalo di confusione in cui Inscienza mate 
i malica si trova ne’ nostri giorni, che si manifesta dal 
» suo cominciamento, 11 meccanismo del calcolo, la ma- 
» nipolazionc delle cifre, delle lettere e de’ segni, ecco so- 
li lamento quello che s’insegna agli allievi ; ed in fallo di 
)) analisi, non quella della filosofia, ma quella sola de’pro- 
» cedimenti algebrici si ritrova ne’ nostri libri d’insegna- 
mento (**). 

Le ragioni fin qui esposte ci hanno persuasi ad intro- 
durre nelle istituzioni di matematica i principii generali di 
geometria, e le sezioni coniche sintetiche. Spelta a’ dotti 
fl dar giudizio intorno a queste cose; noi saremo contenti se 
le nostre tenui fatiche potranno essere in qualche modo 
utili alla gioventù studiosa, alla quale sono diretti tutti i 
nostri lavori, qualunque essi siano. 


(*) Recherehes stir V analyse Jet tecliont attgulaires Paris 1825. 

(**) Paltòs, Science du calcul—~ Paris ~ 1841 —pag. 39 e 40. 
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ESPOSIZIOIVE 

DI ALCUNI PRINCIPII GENERALI 

DI 

0EOMETEIÌL 


CAPITOLO PRIMO 

DeUe principali ciotti di juittioni geotnctriehe. 


1 ■ Smellb nosioni preliminari alia geometria piana (n° 6) di- 
cemmo che le scienze matematiche hanno per soggetto le grandez- 
ze; epperò le matematiche sono la scienza delle grandezze ingenera- 
le, o la scienza delle quantità ; vale a dire in sostanza la scienza de’ 
rapporti Ma quantunque questa definizione comprenda tutta la scien- 
za, nondimeno, a fine di dame una idea più profonda e più estesa , 
aggiungemmo che le matematiche esaminano ìe relazioni di sito, le 
proprietà che presentano le forme de’ corpi in quanto alla loro esten- 
sione; ed i rapporti di quantità che risultano dal loro confronto. In 
questo modo le quistioni matematiche si trovano ridotte a tre clas- 
si principali, delle quali ci ctMiviene ora parlare con qualche partico- 
larità , in quanto spetta alla geometria. 

2. Le idee di estensione e di forma nascono in noi dalla contem- 
plazione degli oggetti esistenti in natura, cioè de’ corpi. Or dalle co- 
se esposte nel paragrafo 27 delle nozioni preliminari più sopra cita- 
te , si deduce subito che i geometri concepiscono 1’ estensione in 
un modo astratto ed indipendente da ogni idea di materia ; e per 
conseguenza possono concepirla come non avente alcun limite,e come 
prolungata indefinitamente in tutte le direzioni. Che se poi si consi- 
dera tuta poizioac Coita qualunque di questo spailo iodcliuitO; al- 
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lora ii modo con cui quella vien terminala farà nascere in noi l'idea 
di forma. 

Vedemmo nel paragrafo sopra nominato che i geometri danno il 
nome di solido, o di volume alla porzione accennata ; e che le su- 
perficie sono i termini, che lo circoscrivono, le quali superficie poi 
hanno per termini le linee, e che queste stesse vanno a terminare nè 
punti, I quali perciò non hanno alcuna specie di estensione. 

Dalle cose precedenti risulta che la scienza chiamata Geometria, 
considerata in tutta la sua estensione, e non limitata alla sola geo- 
metria piana e solida, non può avere altro obbietio se non quello 
d’ indagare le relazioni, che si deducono dalla comparazione delle 
diverse specie di estensione, da quella delle loro forme, e dalla po- 
sizione delle superfieie, delle linee, ede’punii, che in esse si possono 
considerare. 

Sicché tutte le quistioni geometriche possono ridursi a tre classi 
principali , che per abbreviare saranno indicale nel seguente modo : 
proprietà delle forme 
2* rapporti di quantità 
3* relazioni di sito. 

4. Aflinchè si possa acquistare l' idea chiara di queste classi, le 
considereremo in quelle quistioni di geometria, che già conosciamo. 

Le forme, che ci ha fatto conoscere la geometria piana e solida , 
derivano tutte dalla linea retta e dal cerchio. Infatti, le figure piane 
rettilinee, ovvero i poligoni , non sono che piani terminati da per 
ogni dove da linee rette; e però tutte le forme conosciute nella geo- 
metria piana si riducono al cerchio ed ai poligoiù, i quali non si 
pos.sono formare senza il concetto della linea retta. In qudnto alla 
geometria solida, troviamo in primo luogo che l’idea del piano non 
può acquistarsi senza quella della linea retta ; ed in secondo luogo 
che i poliedri in generale sono forme dello spazio prodotte dall’ in- 
contro di più piani, i quali chiudono lo spazio medesimo dappertutto. 
In particolare poi, i prismi e le piramidi si possono formare imagi- 
nando che una linea retta si muova lungo il perimetro di un po- 
ligono con una data legge, cioè di esser parallela ad essa medesima, 
se si parla del prisma, e di passar sempre per un punto fisso, situato 
fuori del piano del poligono , quando si tratta della piramide. 

Kispetto ai tre corpi rotondi vedemmo nella geometria solida che 
il cono veniva generato dalla rotazione di un triangolo rettangolo 
che gira intorno ad un cateto supposto immobile: ma è facile il ve- 
dere che si potrebbe concepire il cono come prodotto dal movimento 
di una linea retta Sjé ( fig. 1 ) che si muove lungo la circonferenza 
di un cerchio /4CB, e passa sempre per un punto fisso S, situato 
fuori del piano di questo cerchio. Siilatta genesi del cono è più ge- 
nerale di quella, che abbiamo accennata più sopra, ed è dovuta ad 
Apollonio da J'erga, celebre geometra greco. La retta , che unisce 
il vertice S del cono col centro della base jdCB, dicesi asse del cono: 
Quando l’asse è perpendicolare al piano della base, .allora si ha il 
cono retto, cioè quello, di cui si è parlato nella geometria solida; 
nel raso contrario si avrà il cono ooliquo, o scaleno. 
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£ poi manifesto che essendo la retta generatrice SA illimitata di 
sua natura , il suo prolungamento SD descriverà un altro cono 
£SD opposto al primo. Nondimeno bisogna osservare che la genesi 
accennata produce un solo solido, ed una sola superfìcie, la (piale à 
formata di due faglie , ma è sempre una. Gli anlirlii consideravano 
il solido, di cui è parola, come formato da due coni opposti, e la sua 
superficie da due superficie coniche opposte. Talvolta si potranno 
adoperare queste denominazioni ; ma ripetiamo , la superficie co- 
nica è sempre da considerarsi come una sola superficie, e come un 
solo solido quello, che essa racchiude. 

Il cilindro venne considerato nella geometria solida come pro- 
dotto dalla rotazione di un rettangolo intorno ad un suo lato sup- 
posto immobile ; ma per analogia col cono si può considerare come 
generato dal movimento di una linea retta che si muove lungo la cir- 
conferenza di un cerchio, e si mantiene sempre parallela a se stes. 
sa Se la retta generatrice è perpendicolare al piano del cerchio, al- 
lora risulta il cilindro retto, di cui si è già parlato nella geometria 
solida; nel caso contrario si avrà il cilindro ubbliquo, o scaleno, l.a 
genesi del cilindro si potrebbe considerare come conseguenza di 
(|(iella del <k>iio; perocché in sostanza il cilindro è un cono, il cui 
vertice trovasi all'infinito. 

Finalmente la sfera è prodotta dalla rotazione di un semicerchio 
intorno al suo diametro. Quindi riepilogando le cose fin qui esposte 
si vede chiaramente che le forme conosciute nella geometria piana 
c solida derivano tutte dalla linea retta, e dal cerchio. 

5. La geometria piana e solida non fa che considerare le forme, 
delle quali abbiam parlato , sotto il rapporto delle tre classi piu 
sopra nominate; non in tutta restensione, ma limitandosi a quelle 
sole quistioni. che sono le più importanti, e si rvono di fondamento 
alle altre parti della istituzione matematica. Quindi passeremo a dare 
uno sguardo alle quistioni relative a ciascuna classe , che sono 
state trattate nella geometria piana e solida. 

6. La prima classe, come dicemmo, considera le proprietà delle 
forme. Or queste forme riducendusi per le cose dette più sopra ai 
poligoni , ed al cerchio nella geometria piana , cominceremo dal 
richiamare alla memoria alcune delle principali proprietà de’ poligo- 
ni, e del cerchio. 

7. Fra i poligoni quello che ha la forma più semplice è il trian- 
golo ; e V edemmo nella geometria piana che rispetto ai lati la pro- 
prietà caratteristica del triangolo è che ogni lato c minore della som- 
ma degli altri due, e maggiore della loro differenza. Quando poi 
SI considerano gli angoli, la proprietà caratteristica del triangolo è 
che i tre angoli presi insieme sono eguali a due retti. Per i poligo- 
ni in generale si può indicare come proprietà caratteristica che la 
somma degli angoli interni di qualsivoglia poligono è uguale a tan- 
te volte due angoli retti, quante unità sono nel numero de’lati. me- 
no due. .Avendo poi assegnato i caratteri, che servono a determina- 
cc 1 triangoli in particolare, ed i poligoui in generale, abbiamo dato 
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nella geometria piana i mezzi per descrivere qualunque triangolo, e 
qualunque poligono. 

Le cose precedenti bastano a far comprendere a che si riducono 
le quistioni della prima classe rispetto ai polìgoni ; e però lralasce> 
remo di citare le altre proprietà di questi, che si possono vedere 
nella geometria piana. 

8. m quanto al cerchio, la sua deCnizione consiste in una proprie- 
tà semplicissima e caratteristica di questa forma. Altre proprietà del 
' cerchio sono state dimostrate nella geometria piana, fra le quali ci 
limiteremo a citare alcune delle più importanti, come sono le se- 
guenti: l’angolo iscritto nel semicerchio è retto ; gli angoli opposti 
di un quadrilatero iscritto sono presi insieme uguali a due retti ; 
le parti di due corde, che si tagliano nel cerchio, sono reciproca- 
mente proporzionali; la perpendicolare 2) abbassata da un 

punto della circonferenza sul diametro AB è media proporzionale 
fra i due segmenti AP, PB di questo diametro; e per conseguenza il 

3 uadralo di MPè uguale al rettangolo di AP in PB-, ed i quadrati 
elle perpendieolari abbassate dalla circonferenza sul diametro stan- 
no fra loro come i rettangoli de’ segmenti corrispondenti del dia- 
metro. 

0. 1'] facile il vedere che dalle proprietà delle forme si deducono 
le costruzioni, che servono a descrivere le forme medesime. Cosi 
nella geometria piana le proprietà de’ parallelogrammi hanno con- 
dotto alla descrizione di ogni specie di parallelogrammi ; e le pro- 
prietà del cerchio possono condurre a descrivere questa curva in 
un modo diverso da quello, che risulta dalla sua deRnizione. In- 
fatti, sapendo che l’angolo AMB (Rg- 2) iscritto nel semicereliio è 
retto, possiamo considerare la circonferenza del cerchio come la li- 
nea curva, che nasce dalla intersezione continuala di due rette AM, 
BM, che partono dalle due estremità di una retta AB, c si tagliano 
sempre ad angoli retti. Quindi si potrà considerare la circonferenza 
del cerchio come il luogo geometrico, o semplicemente come il luo- 
go di tutti que’pnnti d’intersezione. 

Parimente, se sopra una retta terminata AB ( fig. 2) si prendo 
un punto Pad arbitrio, e s’innalzi da questo punto la perpendicola- 
re PAI tale che il suo qtindrato sia eguale al rettangolo contenuto 
dai due segmenti corrispondenti PAI della retta data, il punto AI 
si troverà sulla circouferenza del cerchio, che ha per diametro Ali\ 
e per conseguenza si può considerare la circonferenza del cerchio 
come il luogo de’ punti estremi di tutte le perpendicolari innalzate, 
come PM , sulla retta AB , tanto da una parte , quanto dall’altra. 

La stessa definizione della circonferenza del cerchio conduce a 
considerare questa curva come il luogo de’ punti esistenti in un pia- 
no ed equidistanti da un punto dato, che sarebbe il centro del cer- 
chio. Questa idtima maniera di considerare la circonrerenza è la 
più semplice di tutte, e couduce,comc è noto, a descrivere questa cur- 
va in un modo semplicissimo per mezzo del compasso. Nondimeno, 
giova avvertire, a questo proposito, che si potrebbe* prendere per 
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deGuizione del cerchio, ed in generale di una fornia qualunque, una 
delle sue proprietà; ma si prende sempre In più chiara e la più evi- 
dente, per cavar poi da essa le altre proprietà più recondite e dimo- 
strarle come conclusioni. 

10. Le cose esposte bastano a far conoscere la natura delle qiii- 
stioni, che si comprendono nella prima classe non solo nella geome- 
tria piana, ma anche nella geometrìa solida, applicando ai poliedri , 
al cono, al cilindro, ed alla sfera ciò che abbìam detto rispetto ai 
poligoni, ed al cerchio. Quindi si vedrà facilmente che la sfera è il 
luogo geometrico di tutt' i punti equidistanti da un punto dato , 
che sarebbe il centro della sfera; il cilindro è il luogo geometrico di 
tutt’i punti equidistanti da una retta data, che sarebbe l'asse del cilin- 
dro; la superGcie conica è il luogo geometrico della retta che si muo- 
ve lungo la circonferenza di un cerchio e passa sempre per un pun- 
to fisso, situato fuori del piano di questo cerchio; ecc. 

1 1 . Dalle considerazioni fatte intorno alla prima classe si può de- 
durre che le proprietà delle forme conducono ai luoghi geomi-trici; 
e che viceversa i luoghi geometrici conducono alle propriet'i delie 
forme. Infatti, è noto che dalla definizione del cerchio si cavano 
tutte le proprietà di questa curva; ed abbiam veduto più sopra che 
nella definizione accennata la stessa curva vien considerata come un 
luogo geometrico. 'Vedemmo poi viceversa che partendo dalle pro- 
prietà del cerchio si poteva arrivare a considerar questo come un 
luogo geometrico. 

12. E poiché si può concepire una linea come generata dal moto 
di un punto, e una superGcie dal moto di una linea , ne segue 
che quando un punto, o una linea ti muove con una le</ge delernii- 
nata , la linea o la tuperficie, che ne rimila, ti dirà luogo geome- 
trico o tempi 'Cernente luogo di quel punto o di quella linea. 

Daremo altrove un’altra definizione del luogo geometrico, ma al- 
lora lo considereremo sotto un altro punto di vista. 

1 3. Passeremo ora a parlare della seconda classe di quistioni geo- 
metriche. 

Ella considera i rapporti di quantità , ovvero la proporzione , o 
la misura ; e però comprende quelle quistioni , nelle quali si tratta 
di determinare la grandezza delle linee, e delle parti dell' estensio- 
ne , paragonando le une con le altre. Quindi nella geometria pinna 
appartengono alla classe suddetta le proposizioni , che determinano 
il rapporto di due linee rette, di due cerchi dello stesso raggio, di 
due angoli , di due rettangoli , di due parallelogrammi , di due 
triangoli , ed in generale di due poligoni qualunque , come pure di 
due circonferenze , o di due cerchi. Alla stessa classe spettano i pro- 
blemi, ne’quali si propone di dividere un angolo in due parti eguali,, 
o una retta terminata in due parti eguali , o in parti proporzionali 
ad altre rette date , o in estrema e media ragione ; di trovare una 
quarta , una terza , o una media proporzionale , di descrivere un 
qiusdrato che stia ad un quadrato dato in data ragione , ec. Da ciò 
si veda che la classe di cui è parola , occupa non piccolo spazio 
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niella geometria piana. Uno più grande ne occupa nella geometrìa 
solida, la quale, come è noto, si riduce in gran parte alle proposi* 
zioni relative ai rapporti, ed alla misura de’ volumi de’ poliedri, ed 
a quella delle superficie e volumi de’ tre corpi rotondi. 

14. (*) Per far conoscere maggiormente la natura delle quistioni 
appartenenti alla classe di cui parliamo, stimiamo di mettere in que- 
sto luogo le enunciazioni dì alcuni problemi , abbenchè questi non 
si rìtrovino nella geometria piana. 

Problema I . Essendo date due rette clic s'incontrano, ed un pun- 
to fuori di esse, condurre per questo punto una retta tale che i seg- 
menti compresi far il punto c le rette siano in una data ragione. 

Problema 2. Essendo dati due punti in due rette parallele, ed un 
punto fuori dì queste, condurre per questo punto una retta tale che 
i segmenti compresi fra questa retta ed i due punti accennati siano in 
una data ragione. 

Problema 3. Essendo dati due punti sopra due rette che s’incon- 
trano, ed un punto fuori di queste, tirare per questo punto una retta 
tale che i segmenti compresi fra questa retta ed i due punti accen- 
nati siano in una data ragione, (a) 

Problema Essendo dati due punti sopra due rette, tirare per 
un altro punto dato in una di esse, una retta tale che i segmenti com- 
presi fra questa retta ed i due punti accennati contengano uno spa- 
zio dato. 

Problema 5. Essendo date due rette che s’incontrano, ed un pun- 
to, condurre per questo punto una retta tale che i segmenti compresi 
fra questa retta ed il punto d’ incontro contengano uno spazio da- 

(*’)• 

Problema 6. Essendo dati tre punti sopra una retta indefinita tro- 
vare su questa retta un’altro punto tale che il rettangolo contenuto 
da due de’segmenti compresi fra questo punto ed i tre punti accen- 
nati stia al quadrato del restante segmento in una data ragione. 

Problema 7. Essendo dati quattro punti in una retta indefinita 
trovare su questa retta un’altro punto tale che il rettangolo con- 
tenuto da due de’ segmenti compresi stia al rettangolo contenuto dai 
due rimanenti in una data ragione (c). 

13. Resta ora a conoscere il legame che unisce le due gran- 
di classi di quistioni geometriche, delle quali fin qui abbiam parlato. 


(*). I paragrafi, che sono accompagnati da un asterisco, si potranno tra- 
lasciare, se si voglia, in una prima lettura. 

(a) Questo problema ed i due precedenti sono stati risoluti da Apollonio in 
un libro, che intitolò Sezione (Iella ragione, e che é giunto sino a noi. 

(b) Questo problema, ed il precedente erano stati risoluti da Apollonio in 
un libro, il cui titolo era Sezione dello spazio. Snellio , e Roberto Simson 
faauno restituito questo libra, che si è peiduto. 

(c) Questo problema ed il precedente si trovavano risoluti in un libro di 
Apollonio, intitolato Sezione determinata, che si è perduto; ed è stato rwti- 
tuito da Snellio, e da Roberto Simson. 
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forme (labilitcono relazioni di quantità fra lince rette; ed a 
queste relazioni si riducono le {D'oprietà delle forme medesime. Co- 
si, essendo in un triangolo un lato qualunque minore della somma 
degli altri due e maggiore della loro ditl'crenza, questa relazione co- 
stituisce una proprietà del triangolo. Parimente essendo il quadrato 
dell’ ipotenusa eguale alla somma de'quadrati de' cateti, questa rela- 
zione costituisce una proprietà del triangolo rettangolo, ec. Or i 
rapporti di quantità non sono che una specie di relazioni di quanti- 
tà; e per conseguenza il legame tra le due classi di quistioni geo- 
metriche è manifesto. Di più bisogna osservare che le proprietà delle 
forme consistono molte volte in semplici rapporti di quantità, ned 
senso stretto di <|uesta parola. Infatti vedemmo più sopra che nel 
cerchio i quadrati delle perpendicolari abbassate dalla circonferenza 
sul diametro stauno come i rettangoli de'segmenti corrispondenti, e 
che quando due corde si tagliano, le parti dell’ una sono reciproca- 
mente proporzionali alle parti dcU’altra, ec. 

16. La terza classe di quistioni geometriche, che riguarda le re- 
lazioni di silo, occupa piccolissimo spazio nella geometria piana e 
s<dida. Se si domandasse, per esempio, di conoscere le condizioni 
che debbono avere le circouferenze di due cerchi, allinchè Tona possa 
toccar Tallra, sarebbe (|ucsla una quistione di sito, perchè nella 
geometria piana si è dimostrato che i centri devono esser situali l'u- 
no rispetto all’ altro in modo che la loro distanza sia eguale alla som- 
ma, o alla dili'crenza dc’raggi de’due cerchi. Se fossero situati in 
modo che la condizione suddetta non potrebbe aver luogo, allora 
le due circonferenze non si toccherebbero. Parimente se si doman- 
dasse di trovare le condizioni che deve avere una retta per esser 
tangente ad un cerchio, sarebbe questa ancora ima quistione di sito 
perchè nella geometria pinna si è dimostrato che la retta accennata 
dev’esser situata in modo ,chc risulti perpendicolare al raggio nel 
punto estremo di questo. £ facile il vedere che appartengono alla 
classe, di cui è parola, i problemi ne’ quali si propone di far passare 
una circonferenza di cerchio per tre punti non situati in linea ret- 
ta , e d’iscrivere un cerchio in un triangolo. 

1 problemi analoghi ai precedenti non si trovano nella geometria 
solida, perchè le quistioni spettanti alla classe, di cui parliamo, non 
sono di alcun uso nella istituzione matematica moderna, e bastano 
quelle sole che si danno nella geometria piana, e qualche allrasem- 
plicissima, che trovasi nella geometria solida, come sarebbe quella 
relativa al piano tangente alla sfera. 

17 * A Gne di dare altri csempii di quistioni appartenenti alla terza 
classe, riporteremo in questo luogoreniuiciazioni di alcuni problemi. 

Froùlenui 1. dati due punti ed una retta, descrivere un cerchio, 
che passi per i due punti dati, e tocchi la retta data. 

Proòiema 2 Date due rotte ed un punto, descrivere un cerchio, 
che passi pel punto dato, c tocchi le retto date. 

Problema 3. Dati due punti e un crrchio, descrivere un altro cer- 
chio che passi per i due punti dati, c tocchi il cerchio dato. 
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Problema 4. Dati due cerchi^ ed un punto, descrivere un cerchio 
che passi pel punto dato e tocchi i due cerchi dati. 

Problema 5. descrivere un cerchio , che tocchi tre cerchi da* 
ti (d). 

Problema 6. Descrivere una sfera che passi p^ quattro punti 
dati. 

Problema 7. Descrivere una sfera che tocchi tre sfere date ed un 
piano anche dato. 

Problema 8. Descrivere una sfera che tocchi quattro sfere 
date (c). 

Problema 9. Iscrivere in un cerchio dato un triangolo, i cui lati 
prolungati passino per tre punti dati (H. 

Problema 10. in un dato cerchio adattare una retta di data gran- 
dezM, che passi per un punto dato. 

Problema 11. Dato un semicerchio, ed una retta perpendicolare 
ad una estremità del suo diametro, adattare fra questa perpendico- 
lare e la semi-circonferenza una retta di data grandezza, che passi 
per l’altra cstremiht del diametro. 

Problema 12. èssendo prolungato un lato di un dato rombo, adat- 
tare nell’ angolo esterno una retta di data grandezza, che passi pel 
/erlice dell’angolo opposto (g). 

Un numero iudeCnito di problemi silfatti si potrebbe imaginare 
enza uscire dai limiti della semplice geometrìa piana e solida; e 
peri» si vede quale immensa estensione occupa la terza grande clas- 
se di quistioni geometriche. Di più giova osservare che le quistioni 
di sito sono le più difEcili ad essere risolute non solo con la sempli- 
ce geometria, ma anche con l’ajuto dell' algebra. Infatti , per risol- 
verle si ha bisogno della conoscenza delle proprietà delle forme. Or 
nelle quistioni di sito avviene quasi sempre che le condizioni del 
problema stabiliscono fra i dati e i quesiti relazioni non esplicite, 
ma recondite; e quindi per scoprire queste relazioni si deve talvol- 
ta trovare un gran numero di proprietà delle forme, prima che si 


(d). Questo problema, i precedenti, ed altri su i contatti de’cerchi fra loro, 
e collo linee rotte, erano stinti risoluti da Apollonio in un libro intitolato delle 
Tazioni, che si è perduto. Vieta, crlebre geometra francese, diede la soluzio- 
ne di questi stessi problemi in un libro che ha per titolo: Jpotlonio Gallo. In 
segui to molti altri geometri si sono occupati a risolvere questi problemi. 

(0). Questo problema, i due precedenti, ed altri analoghi si trovemo risoluti 
nelle opere dcll'illu! tre Fermai, che estese alle slere ed ai piani cià che À- 
pollonio aveva fatto per i cerchi eie linee rette . 

(f) . Questo pri.bleina è assai famoso. Esso non potè esser risoluto per lo spa- 
zio di più di 4.0 anni: finalmente Castiglione ne diede una soluzione nelle me- 
morie tlcll’Accadeiiiia di Berlino; e dopo di questa Annibale Giordano ne 
produsse un’altra, e la estese al poligono. 

(g) . Questo problema, i due precedenti ed altri della slessv natura, erano 
jti ri.soluti da Apollonio in un libro iiititolnto delle Iticlinazioni, che s. è 
erdutu. Questo Ubco è stato riprodotto da Gbcloido, e da ilorslejf. 
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arriva a vedere la relazione, da cui dipende la risoluzione del prò. 
LIemu proposto. 

Ma queste rose si vedono meglio con esercitarsi a risolvere un 
gran numero di problemi; e però non spingeremo più oltre le nostre 
considerazioni. Solamente faremo osservare che le qiiistioni di sito 
avendo bisogno |K‘r esser risolute delle proprietà delle forme, risulta 
manifesto il legame che unisce le tre grandi classi di quistioni , 
alle quali si riduce tutta la geometria. E poiché le proprietà delle 
forme, come vedemmo più sopra , dipendono dai rapporti, o re- 
lazioni di quantità, così si può conchiudere che in ultima analisi tutta 
la geometria, come pure tutte le scienze matematiche, si riducono 
a rapporti, o relazioni di quantità. 

18. Le cose fin qui esposte bastano a dare una idea generale di 
tutta la geometria. Tutto si riduce ad applicare alle forme conosciute 
le quistioni, che sone state naturalmente divise in tre grandi classi; 
e però la scienza jirogredisce quando si trovano nuove forme, c si 
applicano ad esse le quistioni suddette. Per lungo tempo i limiti 
della geometria furono assai ristretti, perchè si conoscevano soltanto 
la linea retta, ed il cerchio, e leforme, che nedipendono, ossia si cono- 
sceva la sola geometria piana e solida. Ma in progresso di tempo i 
tentativi fatti inutilmente per risolvere colla riga ed il compasso, 
ossia con la intersezione della linea retta e del cerchio, i famosi pro- 
blemi della trisezione dell’angolo, e della duplicazione del cubo, 
obbligarono i geometri a cercare nuove forme, onde arrivale con 
queste alla risoluzione di que'problemi; e cosi cominciarono ad allar- 
garsi gli antichi confini della geometria. Or in qual modo si potevano 
trovare queste nuove forme? Vedemmo più sopra che la circonferen- 
za del cerchio poteva esser generata in più modi diversi, conside- 
randola come luogo geometrico. Questa via avrebbe potuto per ana- 
logia condurre alla scovcrta di nuove forme; ma si vede facilmente 
che ne’ primi passi della scienza non era facile seguire un tal cam- 
mino. Quindi i geometri presero un’altra strada, che ad essi si pre- 
sentava naturalmente, cioè quella di tagliare con piani diversamente 
inclinati le superfìcie curve conosciute nella geometria solida. Fu- 
rono escluse le superficie de'poliedri , perche queste tagliate con 
piani non danno che poligoni; cioè forme, che erano già note. 

l’cr la stessa ragione venne esclusa la sfera, perchè tagliando 
questa con un piano comunque inclinato, la sezione, che ne risulta, 
è sempre un cerchio; e però non si ha mai una nuova forma. Re- 
stava dunque a considerarsi il cilindro, ed il cono: ma il primo do- 
veva ancora essere escluso, perchè, come dicemmo più sopra, si può 
considerare come un cono, il cui vertice trovasi all’infìnito; per 
conseguenza rimaneva il solo rono. Or si sapeva dalla geometria so- 
lida che se il cono retto si taglia con un piano parallelo alla base, 
la sezione era un cerchio ; conveniva dunque vedere se si avesse 
ancora un cerchio tagliando il cono medesimo con un piano incli- 
nato alla base. Fu allora che, tagliando il cono ed il suo opposto al 
vertice con piani diversamente inclinati , i geometri arrivarono a 
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scoprire tre nuove curve, che chiamarono lezioni coniche, o curve 
coniche-, e che ora si appellano ancora curve di secondo grado, o 
pure di secondo ordine. 

Trovate queste nuove forme, i {'cometri cominciarono ad appli- 
care ad esse le tre grandi classi di qiiisiioni, che erano stale per 
lungo tempo applicale al cerchio. E siccome la rotazione del semi- 
cerchio intorno al suo diametro aveva prodotto la sfera, cosi la ro- 
tazione delle curve coniche intorno ai loro assi produsse nuovi soli- 
di, e la scienza si accrebbe. In progresso di tempo si scoprirono al- 
tre linee, ed altre siqierfìcie curve; e si applicarono ad esse le tre 
grandi classi di quistioni; ed in tal modo la geometria ha ricevuto 
un immenso accrescimento. 

CAI'ITOLO II. 

De Dati. 

19. Ogni quistione di geometria appartiene sempre ad una delle 
grandi classi, delle quali ahhiam parlato nel capitolo precedente; 
ma la forma sotto cui si può presentare è quella di teorema, o di pro- 
blema. 

11 teorema si riduce alla contemplazione di una verità, ossia alla 
dimostrazione di una verità, o alla scoverta di una proprietà nuova 
per njezzo delle proprietà conosciute, o dello verità dimostrate. 

Il problema si projvone di costruir qualche cosa, cioè linee o fi- 
gure, che soddisfanno a date condizioni per mezzo di lìnee, o di fi- 
gure già costruite. Tultavolta bisogna osservare che la costruzione 
accennata non si deve prendere nello stretto significato della parola, 
perche non è dato a noi il poter tirare una linea, o segarla, o fare 
altre operazioni in quello stesso modo con cui vengono concepito 
dal geometra. Epperò il problema non può proporre la costruzione 
di cose, che non possiamo elfettiiare, ma propone di dare la genesi di 
qualche linea o figura. Cosi, quando si domanda di descrivere sopra 
unaretta terminata un triangolo equilatero, ciò si riduce a proporre 
d’investigare la genesi dello stesso triangolo,in guisa che con questo 
problema non s’insegna a descrivere effellivamcnte il triangolo equi- 
latero sopra una retta data, con descrivere quei circoli, e tirare quella 
rette, che indicammo nella geometria piana; ma s’insegna a conosce- 
re qual sia la genesi del triangolo equilatero sopra una retta data. 
E questa propriamente la natura del problema: il teorema non dà 
genesi, ma fa conoscere le proprietà del soggetto. Ciò non ostante, il 
teorema si può mettere sotto la forma di problema: in vece di dire, 
per esempio, dimostrare che in ogni triangolo la somma di tre an- 
goli è uguale a due retti, si potrebbe dire: trovare la relazione che 
esiste fra i tre triangoli di un triangolo qualunque. Vero è che il teo- 
rema messo sotto questa forma si riduco ad un caso particolare di un 
problema più generale;ecosìha dovuto presentarsi alla mente del geo- 
metra, che si occupò a scoprire le proprietà del triangolo. Ed infatti, 
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Proclo nel suo comcntoAgli elementi di Euclide ci fa sapere che quella 
proprietà del triangolo venne prima scovcrtanel triangolo equilatero, 
poi nell’isoscele, e finalmente in un triangolo qualunque. Nè la no- 
stra mente può tenere un’ altra via, allorché partendo dalle idee la 
più semplici vuole innalzarsi ad idee di un ordine più elevato, e giun- 
gere per mezzo di una serie di deduzioni logiche alla scoverta della 
proprietà particolari a ciascuna specie di figure geometriche. 11 teo- 
rema può dunque prendere la forma di problema, perchè occupan- 
dosi esso ad investigare le proprietà del soggetto, è manifesto che 
questa investigazione può mettersi sotto la forma accennata; ma sem- 
pre sarà diverso dal problema, il (|uale, come dicemmo, non indaga 
le proprietà del soggetto, ma dà la genesi di questo. 

20. Dalle cose precedenti apparisco che quantunque il teorema 
sia di sua natura diverso dal problema, nondimeno i dati, ed i que- 
siti debbono trovarsi nell’uno, e nell’altro. Quindi per risolvere un^ 
qiiistione qualunque di geometria bisogna procedere alla discussio» 
ne, ovvero alla disamina delle proprietà, che competono ai dati, ed 
ai quesiti. E poiché i dati sono la prima cosa, che si presenta in una 
quislione di geometria; perciò parleremo in primo luogo de'dati, ed 
in secondo luogo de’qucsiti. 

21 . La parola da/o significa propriameulc cognito, ma più spesso 
equivale a determinalo, cioè che non può variare. 

1 dati si distinguono comunemente in dati di specie, di grandez- 
za, di rapporto, e di sito. 

I primi corrispondono alla prima delle tre grandi classi, delle quali 
abbiam parlato nel capitolo precedente, perchè riguardano la forma. 
Gli altri due corrispondono alla seconda classe; e finalmente gli ulti- 
mi alla terza classe. Nè poteva avvenire altrimenti, perchè riducen- 
dosi tutte le quistioni geometriche alle Ire classi accennate, ancora 
i dati, che sono gli elementi, che servono alla risoluzione di quelle 
quistioni, dovevano corrispondere alle tre classi medesime. 

21. Bisogna ancora notare che per dati non si devono intendere 
solamente le quantità, che sono determinale dall’ enunciazione della 
quislione, ma ancor quelle, che possono esser dedotte dalle prece- 
denti con mezzi già conosciuti. In ciò che segue ci occuperemo a 
far vedere come dai dati per ipotesi si deducono quelli perconseguen- 
Eo, ma ci limiteremo alle cose più necessarie. 

De' dati di specie. 

22. Nella geometria piana abbiamo dimostrato che il cerchio po- 
teva considerarsi come un poligono di un numero infinito di lati in- 
finitamente piccoli , per conseguenza nella geometria solida il cilin- 
«Iro , il cono, e la sfera vennero considerati, il primo come un pri- 
sma, il secondo come una piramide, e l’ ultima come un poliedro di 
un numero infinito di facce infinitamente piccole. Applicando questi 
stessi concetti alle curve, ed alle superficie curve , si potrà conside- 
rare una curva qualunque come un poligono di un numero infinito 
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Idi Iati infinitamente piccoli; ed una superficie curva come un polie- 
dro composto di una infinità di faccette infinitamente piccole. Èppe- 
rò basterà considerare i dati di specie nè poligoni, e nè poliedri, o 
piuttosto nè soli poligoni, perchè quello che si dice intorno a quest» 
si applica facilmente ai poliedri. 

23. Stando alla definizione della parola dato , un poligono si do- 
vrà dire dato di tpecie, quando la sua forma sarà cognita, o sarà de- 
terminata; o in altri termini quando sarà simile ad un poligono dato. 
Quindi tutto ciò che si potrà dire intorno ai poligoni dati di specie, 
dipenderà dalla teorica de’ poligoni simili; e però tenendo presente 
una siffatta teorica si potranno facilmente comprendere le proposizio- 
ne seguenti. 

24. Prop. 1. Vn triangolo è dato di specie, quando è data la 
grandezza di ciascuno de' suoi angoli ( fig. 3 ). 

Infatti, supponiamo che si conosca la grandezza degli angoli À. 
B, C, del triangolo j4BC. Si prenda una retta EFdì una lunghezza 
data ad arbitrio, e si faccia l’angolo E=sB, e l’angolo F=:C, il tri- 
angolo EOF, che risulterà da siffatta costruzione, sarà simile al tri- 
angolo ABC, e però questo sarà dato di specie. 

25. Prop. 2. Un triangolo è dato di specie , quando è data la 
grandezza di un angolo, ed è dato il rapporto de'lati, che compren- 
dono /’ angolo medesimo ( fig. 8. ) 

Nel triangolo ABC, sia dato l’ angolo A, ed il rapporto de’ lati 
AB, AC. Si tiri una retta ED di una lunghezza data ad arbitrio , e 
si faccia l’ angolo EDF=A\ poi in ordine alle tre rette AB , AC , 
DE, si trovi una quarta proporzionale, e si prenda DF uguale a que- 
sta quarta proporzionale. Finalmente , si congiunga ii punto E col 
punto F, il triangolo EOF sarà simile al triangolo ABC, e però que- 
sto sarà dato di specie. 

26. Prop. 3. Un triangolo è dato di specie , quando è dato il 
rapporto, che i lati hanno fra loro seamoievolmente ( fi. 3 ). 

Supponiamo che nel triangolo ABC, sia data il rapporto di AB a 
BC, di AB ad AC, e di BC a CA. Si prenda una retta, che chiame- 
remo G, di una lungezza data ad arbitrio; ed in ordine alle tre rette 
AB, BC, e 6r si trovi una quarta proporzionale, che dinoteremo con 
Hi poi in ordine alle tre rette BC, CA, e H si trovi una quarta pro- 
porzionale, che indicheremo con L. Finalmente, con le tre rette DE, 
EF, DF, riroettivamente uguali alle tre rette G,H,L, si descriva il 
triangolo DÈF, che sarà slmile al triangolo ABC, e però questo sa- 
rà dato di specie. 

27. Prop. 4. Un triangolo rettangolo è dato di specie , quando 
à dato il rapporto de' lati, che comprendono uno degli angoli acu- 
rf(fig4). 

Sia ABC, un triangolo rettangolo in A, e sia data la ragione de’lati 
BC, BA, che comprendono l’ angolo acuto B. Si prenda una retta 
£F di una lunghezza data ad arbìtrio, ed in ordine alle tre rette BC, 
AB, EF , si trovi una quarta proporzionale: poi sopra EF si descri- 
va un semicerchio, ed in esso si adatti la corda ED uguale alla quar- 
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1« proporti onale aroennata ; il che può sempre farsi ; dappoiché es> 
scudo BC maggiore di Bj4, sarà Et’ maggiore della quarta propor- 
tionale, di cui è parola. Finalmente, si tiri la corda VE: dico che il 
triangolo EDF è simile al trangolo ÀBC. 

Tutto si riduce a dimostrare che l’ angolo E-=:B. Or se questi due 
angoli non sono eguali fra loro , sia B maggiore di £ , e si faccia 
l'angolo ABHr=E. 

Il triangolo ABII sarà simile al triangolo EDF , perchè saranno 
etjuiaugoli, onde si avrà. 

BUx AB\ : EF. ED, 

Ma si aveva. 

BC. AB: : EF: ED, 

Dunque sarebbe BC=BH ; il che è assurdo, perchè l’ angolo ot* 
tuso BDC sarebbe uguale all'acuto BCA. Che se poi si supponesse 
r angolo B minore dell' àhgolo E, allora la costruzione e la dimo- 
strazione precedente si farebbero nel triangolo EDF, e risulterebbe 
lo stesso assurdo, che abbiamo accennato. Quindi resta dimostrato che 
r angolo Bz=E, e per conseguenza il triangolo EDF è simile al tri- 
angolo ABC, il quale perciò sarà dato di specie. 

28. Dalle cose precedenti apparisce manifesto che quando è data 
la grandezza degli angoli di un triangolo , risulta dato per conse- 
guenza il rapporto de' Iati, e viceversa. Quindi se in un triangolo 
rettangolo è dato uno degli angoli acuti , sarà dato il rapporto dei 
lati, che lo comprendono, lleciprocamcnte, se nello stesso triangolo 
è dato il rapporto de' lati, che comprendono uno degli angoli acuti, 
questo angolo sarà dato , cioè sarà sempre di costante grandezza ^ 
come si deduce dal paragrafo precedente (h). 

29. Ciò che abbiam detto intorno ai triangoli dati di specie si po- 
trebbe estendere ai poligoni dati di specie, perchè è facile il vedera 
che ogni poligono dato di specie si può scomporre in tanti triangoli 
dati di specie, quante unità sono nel numero de' lati del poligono , 
meno due. Eppcrò non ci occuperemo ulteriormente delle ligure ret- 
tilinee date di specie. 

30. Niente diremo intorno al cerchio come datodi specie, perchè 
essendo il cerchio un poligono regolare di un numero infinito di la- 
ti infinitamente piccoli, tutf i cerchi sono simili. 

31. La teorica de' poliedri simili conduce facilmente ai poliedri 
dati di specie. Cosi, per dame qualche esempio, una piramide trian- 
golare sarà data di specie, quando saranno date di specie due delle 
sue facce , e sarà dato di grandezza l' angolo diedro da esse com- 
preso: o pure , quando una faccia della piramide è data di specie , 
€id è dato di grandezza ciascuno de'tre angoli diedri adiacenti , ecc. 

32. In quanto ai tre corpi rotondi , nulla vi è a dire rispetto alla 
sfera, perchè dalla genesi di questa apparisce che tutte le sfere so- 


(h) Su questi principii poggi a la Trigonoiuclria analitica, come vedrema a 
suo luogo. 
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no simili. Rispetto poi al cilindro retto ed al cono retto. essi saranno 
dati di specie, quando sarà dato il rapporto dell’ asse del cilindro, o 
del cono al diametro della base corrispondente ; perchè in tal caso 
sari data di specie la figura generatrice del cilindro , o del cono. 

33. In conclusione , per conoscere quando una figura è data di 
specie, bisogna aver presente i caratteri di simiglianza di questa fi- 
gura con un altra della stessa natura Quindi per conoscere quando 
una curva è data di specie, bisogna sapere a ebe si riducono ì carat- 
teri di simiglianza di due curve della stessa natura; i quali caratteri 
por le cose dette più sopra ( n° 22 ) dipendono da quelli della simi- 
glianza de' poligoni. Or, affinchè due poligoni siano simili, è neces- 
sario che si possano descrivere ambidue con dati , e con costruzioni 
esse stesse simili, vale a dire tali che le parli, delle quali sono com- 
posti, appartengano a figure simili. Ciò si riduce a dire che per esser 
simili due poligoni, è necessario che le linee omologhe siano propor- 
zionali, e facciano angoli eguali dall’ una e dall'altra parte. Ma, una 
curva qualunque si può considerare come un poligono di un numero 
infinito di Iati infinitamente piccoli, o , più esattamente, come il li- 
mite di un poligono di un numero infinito di lati , ciascuno infinita- 
mente piccolo, dunque per esser simili due curve si dovranno consi- 
derare come limiti di due poligoni simili di un numero infinito di la- 
ti, ciascuno infinitamente piccolo ; c però per esser simili due curve 
-qualunque bisogna che si avv<>rino lo condizioni , che costituiscono 
la simiglianza de' poligoni ; vale a dire ciie tutte le linee omologhe 
siano proporzionali nelle due cune, e facciano angoli eguali dall'u- 
na e dall'altra parte. Dalie quali condizioni risulta poi evidentemente 
«he due curve di diversa sp -eie non possono esser mai simili. 

De dati di grandezza, e dt rapporto, 

34 . Nelle nozioni preliminari alla geometria piana (n" 1), dicem- 
pio che per grandezza si dovei a intendere tutto ciò che è suscettivo 
di accrescimento e di diminuzione ; tutto ciò , di cui si può au- 
gnare o concepire il doppio o la metà, il triplo o la terza parte , ecc- 
Da questa definizione apparisce che in quanto spetta alle grandezze, 
non possiamo conoscere se non i rapporti, ch'esistono fra loro ; e pe- 
rò non si potrà mai esprimere una grandezza indipendentemente da 
qualche altra grandezza della stessa natura. Sicché quanto si dice 
che una Linea, un'aja , un angolo è dato di grandezza, si deve iu- 
Aendere che la lunghezza della linea è riferita ad un'altra lunghezza 
nota, che serve come unità di misura ; che I' aja si riferisce ad un'al- 
tra aja , che è la sua unità di misura , e 1 angolo ad un altro ango- 
lo, che è pure la sua unità di misura. Da ciò segue che quando una 
silfaUa unità di misura non può .concepirsi , i dati di grandezza nou 
possono più aver luogo- Ed ora si comprende perchè il punto non 
può esser dato di grandezza, ma solamente di silo. Infatti, per quan- 
to piccola si voglia immaginare l’unità di lunghezza, si avrà sempre 
una linea, la quale potendo fissele lauto piccola , quanto si voglia. 
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•ara una grandezza inlìnitamcnte piccola, ma non mai un ponto ; pi{ 
è manifesto clic per arrivare a questo , bisognerebbe considerare quel- 
la unità di lungnezza come nulla, perchè in tal modo si arriverebbe 
al limite della linea, ossia al punto. Quindi il punto non ba gran- 
dezza ; e però non può esser dato in quanto alla grandezza , ma so- 
lamente in quanto al sito, che occupa nello spazio. 

35 Dalle cose precedenti si deduce che i dati di grandezza appar- 
tengono in sostanza ai dati di rapporto, nondimeno stimiamo doverli 
considerare sotto la forma, con cui si presentano, perchè da essi de- 
rivano alcuni principi!, de' quali dovremo far uso in appresso. 

36. Se due rette sono date di grandezza, sarà data la media pro- 
porzionale fra esse , e la terza proporzionde in ordine ad esse me- 
desime, perchè la media, e la terza proporzionale si possono trova- 
re con una costruzione geometrica conosciuta. Per la stessa ragione 
•ara dato il quadrato, che è uguale alla somma o alla dill'erenza dei 

3 uadrati delle rette sopraddette. Similmente , se sono date di gran- 
ezza due rette, o due angoli, o due aje, che indicluTcmo con M e 
N, sarà data la loro somma M-^N, e la loro differenza M~N . Vice^ 
versa, se è data la somma K delle due quantità^ e. iV, e la loro dif- 
ferenza L, saranno date AI t N. Infatti, in tal caso si hanno le due 
eguaglianze K=AJ-i-N, e L=jU-I\ ; e però aggiungendo L a K , e 
M-N a Al-i-JV, si avrà in primo luogo K^Lz=zM. perché iV agsiii- 
la e sottratta si annulla: in secondo luogo sottraendo Z,da K, e .1/-/V 
da Al-i-JV, si avrà K-L—z^ ; perchè se da si fosse solU-atta 

solamente AI, il resto sarebbe stato la sola N, ma si doveva sottrar- 
re AI diminuita di A', dunque il residuo è più piccolo di qii Ilo che 
doveva essere, ed il difetto equivale precisamente a A’. Quindi se al 
residuo si aggiunga un’altra A, si avrà il vero residuo, che sarà 2.V. 

Da ciò segue che la quantità AI è uguale alla metà di A'-v-/. ,cioò 
alla metà della somma più la metà della differenza data; e die la 
quantità A' è uguale alla metà di A — L, cioè alla metà della somma 
meno la metà della differenza data. 

37. Questi principi! conducono a un teorema che ci sarà utile in 
appresso. Se la base BC ( fìg. 5 ) di un triangolo ÀUC si divida in 
due parti eguali nel punto A’,e si congiunga questo punto col vertice 
A dell’ angolo opposto, fu dimostrato nella geometria piana (n*’.'l3K) 
che 

ijfJx h:n, 

_yc*= 

Quindi facendo Ab'=A, AC’=L, 

~Atr-^UB‘=Al, e 

si avrà 

A=.V-t-A', 

L=AI—.\, 

c per le cote dette nel paragrafo precedente sarà 
K-\-L=iMy e K-^l=2N. 
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La prima eguaglianza esprime che la somma de' quadrati de’Iat 
'’jlB, àC è uguale al doppio quadrato della congiuBgente AH, più il 
«loppio quadrato della semibase BE, il che era slato già dimostrato 
nella geometria piana. 

La seconda eguaglianza esprime che la diflerenza de’quadrati dei 
lati AB, AC è uguale al quadruplo rettangolo contenuto dalla semi* 
base BE e dalla retta ED intercetta fra il punto di mezzo E della 
base, ed il piede della perpendicolare abbassata su questa medesima 
base dal vertice A dell’angolo opposto; che è il teorema, di cui più 
sopra abbiam parlato. 

88. Dalle cose dette (n° Sfl) risulta ancora che se è data una ret- 
ta; un angolo, o un' aja, che chiameremo .id , e la differenza di due 
altre rette, o di due altri ang<^, o di due altre aje, che indicheremo 
con B — C, sarà data la differenza, che passa fra A e 3 — C, e che 
questa differenza sarà espressa da — B-^-C. Quindi supposto cte 
si abbia la proporzione 

B: C\ \ D. E, 

sarà dividendo 

B: B — C\ \D : D — E, e facendo su questa proporzione ancora il 
dividendo, si ritorna alla propqrzione data. 

39. Vedemmo più sopra che quando è data la somma JT,e la diffe- 

renza L delle due quantità Me N , queste due quantità sono date. 
Non sarebbe lo stesso se fosse data la sola somma, o la sola difi'eren- 
jm, perocché supponendo data, per esempio,la sola somma,si avrebbe 
l’eguaglianza nella quale conoscendosi la sola quantità 

K non si possono conoscere le altre due. Infatti, se dalle due quan- 
tità eguali df-t-iV, e A' si sottrzm si avrà M=*K—N‘, e poicìiè la 
differenza K — N non è nota , cosi neanco sarà nota la quantità M. 
Similmente , se dalle due quantità eguali accennate si toglie M , si 
avrà — M\ e per la ragione sopradetta neppure N sì potrà co- 

noscere. Ma se nell’ eguaglianza M-i~N=K, si suppone conosciuta 
non solo la quantità K, come sopra, ma ancora una delle altre due 
M, o JV, allora è manifesto che l’altra resterà determinata. 

40. Dalle cose precedenti risulta che se in una eguaglianza si con- 
siderano le quantità, che stanno a sinistra del segno di eguaglianza, 
come formanti il primo membro di essa eguaglianza , e quelle , che 
stanno a destra dello stesso segno, come formanti il secondo membro 
della stessa eguaglianza, si potrà dire: che quando in una eguaglian- 
%a una dtUe quantità, o con altro nome uno de' termini, che trova- 
si in un membro, passa nell’ altro col segno cambialo, t eguagliane 
%a, che si considera, non resta alterata. Perocché, con questa ope- 
razione si viene ad aggiungere o a togliere all’ uno , e all’ altro 
membro, cioè a due quantità eguali, una medesima quantità. 

41. Quando fra più quantità date esiste una relazione di eguaglian- 
*a, il principio precedente determina facilmente una di queste quan- 
4ità per mezzo delle altre ; ma applicato in tutta la sua estensione 
conduce talvolta a risulumenti singoliiri, che merlano di esser qui 
esaminati. 
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Se BeH’egiiaglianta — iV, che più sopra si « considerata , 

ai togliesse il termine K dall’ uno e dall’ altro membro , si avrebbe 
M — Ass — N. Ur, supponendo elle M, K, iV siano tre linee rette; se 
si dica che la linea ir è la differenza delle due altre, ciò si concepi- 
sce subito e ciriararaente: ma se si dica che la differenza accennata è 
vteiio la linea N, questa espressione non è chiara sicuramente , ed 
La bisogno perciò di essere dilucidala. A dir vero , una siffatta diffi- 
coltà poteva evitarsi con riflettere che essendo K maggiore di if , 
non SI può assegnare la differenza fra le lince M e A, ma fra le linee 
A e Af; ed allora si avrebbe avuto A — M=N, cioè un risultamento 
intelligibile. Nondimeno, questa maniera di vedere ha l' inconvenien- 
te di obbligare la mente ad aver sempre presente la grandezza rela- 
tiva delle linee, o di altre quantità M, A, JV, e per conseguenza nel- 
l’eguaglianza M-^~N=K non si potrebbe considerare la differenza di 
due di queste quantità in tutt’imodi possibili; ed allora la scienza per- 
derebbe la sua generalità. Si deve dunque interpretare il risultamento 
M — A - Ni e non escluderlo; dappoiché un sifiatto risultamento è 
stato ottenuto con un ragionamento esatto, anzi con quello stesso, che 
da’ gli altri risultamenti intelligibili. 

42. L’addizione e la sottrazione sono, come è noto, due opera- 
zioni inverse l’una dell’altra, perchè per mezzo della seconda si an- 
nulla in una quantità ciò che vi era stato aggiunto per mezzo della 
prima. Quindi potè nascere l’idea di considerare come positwo il 
segno -|-, che serve ad indicare l’addizione, e come negativo il se- 
gno — , che indica la sottrazione. 

Da ciò segue che le parole positivo e negativo hanno soltanto un 
significato relativo, che serve ad esprimere l'opposizione fra due o- 
perazioni inverse l'una dell’altra; e però si potrà dire che ogni <|uan- 
tità, che dev’essere aggiunta, è positiva- e che ogni quantità, che 
dev’essere sottratta, è negativa. Se dunque esplicitamente o implici- 
tamente s'intenda che si avrà a fare un’addizione o una sottrazione, 
il concetto della quantità positiva o negativa non può produrre nella 
mente alcuna difficoltà. Ma non sarebbe lo stesso, se tolta di mezzo 
ogni considerazione di addizione o di sottrazione , dovesse il nostro 
intelletto formarsi l’ idea delia quantità positiva o negativa isolata, 
cioè indipendentemente da qualsivoglia idea di quelle operazioni. 
Infatti, una quantitàpositiva o negativa isolata non potrà esprimere se 
non una quantità aggiunta a zero , o una quantità sottratta da 
sero.Ma si potrà dire che nel primo caso si tratta di una vera addizio- 
ne,e nel secondo caso di una vera sottrazione? No certamente, perchè 
allo zero non si può aggiungere, nè tagliere alcuna quantità. Quindi, 
parlando a rigore non si può dire che esista essenzialmente la quantità 
positiva o negativa isolata; nondimeno questo eoncettoè prezioso, per- 
chè col suo mezzo si possono, come vedemmo più sopra, nell’egua- 
glianza M-i-N—K, paragonare le linee, o gli angoli, o le aje, M, 
A, N, senza aver presente la grandezza relativa di esse. Quindi se 
facendo un tal paragone si trova per esempio, A — M=i-UN, si ve- 
drà inibito che 1» dillereau Jlf può Assegnarsi; e eoe è eguale 
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9 TV; dappoiché 4- TV aggiunta a zero non è altro che la stessa quan- 
tità TV. Ma se si trorasse M—K=—IV, allora non ai potrebbe dir» 
che la differenza Itti M e K si può assegnare , e che è uguale a TV ; 
ma si dovrà dire che quella differenza non può assegnarsi ; c che per 
conseguenza la quantità negativa — TV è l’indice di una impossibi- 
lità. Infatti , essendo K maggiore di M, è impossibile sottrarre K da 
solamente si può concepire la quantità A come composta di due 

Q uantità, l’una eguale a M, l'altra eguale a TV; allora si avrà evi- 
en temente 

M—K=M—M—N=^—N=—N. 

43. Dalle cose precedenti risulta che l’uso delle quantità negative 
non è meno vantaggioso che quello delle quantità positive. Infatti, la 
quantità negativa tacendo conoscere l’ impossibilità del problema, fa 
conoscere nel tempo stesso le operazioni che si dovrebbero effettua- 
re sulle quantità date , affinchè queste cessassero di esprimere una 
impossibilità. Ma ciò basta in quanto all’uso delle quantità positive 
e negative ne’ dati di grandezza: parlando de’ dati disilo vedremo 
che le stesse quantità hanno un altro uso assai importante. Intanto 
proseguiremo a dire alcune altre cose intorno ai dati di grandezza , 
ed a quelli di rapporti*. 

44. Quando in un triangolo è data per ipotesi l'aja, e la base, sa- 
rà data per conseguenza l'altezza, perchè questa si può determinare 
trovando una terza proporzionale in ordine ad essa base ed al lato 
del quadrato, che rappresenta l'aja del triangolo. 

àS. Un cerchio è dato di grandezza, quando il suo raggio è dato 
di grandezza. 

Un segmento di cerchio ( ffg. 4) è dato di grandezza, quando è 
dato di grandezza l'angolo iscritto EOF , e la corda EF ^ base del 
seginent 1. 

46. In quanto ai daii di rapporto in generale, basta aver presente 
la teorica delle- ragioni e proporzioni, per cavar dai rapporti dati 
per ipotesi quelli, che risultano per conseguenza. 

Si deduce poi facilmente dalla teorica accennata che un rapporto 
è dato, quando è uguale a quello di quantità date. Nelle quistioni 
geometriche si esprime ordinariamente un rapporto dato con due li- 
nee, perchè vedemmo nella geometria piana e solida che il rapporto 
di duo aie, o di due volumi si può sempre ridurre a quello di due li- 
nee. Faremo ancora notare c^ un rapporto dicesi ai eguaglianza, 
quando l'antecedente è uguale al conseguente: si appella poi di mag- 
giore dituguaglianxa, quando l'antecedente è maggiore del conse- 
guente: e finalmente, di minore disuguaglianza, idlorehè Tantece- 
dente è minore del conseguente. 

Dei dati di sito. 

47. 1 punti, le linee, gli angoli, e le figure, H dicono dalidi àto 
quando occupalo sempre lo stesso luogo, _ . 
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I punii, come dicemmo più sopra, non possono esser dati che 
di sito: ina se gli angoli sono dati di silo, saranno dati ancora di 
grandeisa, perchè l'angolo consiste nella quantità più o meno gran- 
de, per cui un Iato di esso angolo sì allontana dall’altro, in quanto 
spetta al sito di questi medesimi lati, e non in quanto alla loro lun- 
ghezza. 

49 . Un punto è dato in un piano, quando si conoscono le sue di- 
stanze a due punti dati nello stesso piano: ma vi sono due punti, che 
corrispondono a questa enunciazione, perchè con la retta, che uni- 
sce i oue punti dati, e con le distanze date si può formare un trian- 
golo tanto da una parte di quella retta congiungente, quanto dall’al- 
tra; e però i vertici di questi triangoli determinano due punti. 

50. La posizione di un punto è determinata in un piano dalla in- 
tersezione di due rette rispettivamente parallele a due altre rette date 
di sito nello stesso piano, e che si tagliano sotto un angolo qua- 
lunque. 

Questa maniera di fissare la posizione di un punto in un piano è 
la piùusilala, e la più importante, onde conviene dilucidarla com- 
piutamente. 

51. Si tirino in un piano (Cg. 6) due rette indefinite f y}/ 
che si tagliano nel punto 0 sotto un angolo qualunque; e sia M un 
punto, di cui si voglia fissare la posizione. Si conducano da questo 
punto le rette Ml\ e JUQ, rispettivamente parallele ad Oy, ed Ox'. 
e manifesto che se le rette MP, MQ, ovvero MP, OPi\ suppongano 
date di grandezza; e di più si sappia se OP si trovi a destra, o a si- 
nistra di yy‘, e se PM stia sopra o sotto la retta a:a:',si può trovare la 
posizione del punto AI, comunque questo sia situato nel piano delle 
due rette yy,iT4r'. 

52. In questo modo di riferire i punti a due rette date di posizio- 
ne, che si tagliano in O, le due OP, PM, si dicono le coordinate 
del punto M- 1 1 punto O si chiama rondine delle coordinate: la retta 
OP considerala separatamente s'appella \' ascissa del punto M, per- 
ché consiste in una parte tagliata sulla retta indefinita Ox: la retta 
PAI poi dicesi {'ordinata del punto M, perchè se si faccia variare la 
lunghezza deU'ascissa OP, tutte le rette, come PAI, corrispondenti 
si troveranno applicate sopra Ox ordinatamente, cioè saranno tutte 
parallele ad Oy. 

53. La retta xx! dicesi asse delle ascisse, e la retta yy' asse delle 
ordinate. Ambedue si chiamano assi delle coordinale, o assi coor- 
dinali, i quali si dicono rettangolari, o ortogonali, quando si ta- 
gliano ad angoli retti: nel caso contrario paendono il nome di assi 
oòligui. 

54. Quando il punto i/si trova in i/',gli assi,su i quali si compu- 
tano le coordinate di questo punto, sono Oy, ed Osi: quando poi si 
trova in M“, gli assi sono Oif, ed Oy'; e finalmente, quando si tro- 
va in M'", gli assi sono Ox, ed Oy' . 

55. lin linea retta è data di silo in un piano, quando in questo 
piano sono dati due de 'suoi punti. Gò si deduce dalle cose dette in- 
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torno alU linea retta nelle nozioni preliininari alla geometria piana. 

56. Una linea retta è data di aito in un piano, quando è dato in 
questo piano uno de’suoi punti, e Tangoto che fa con una retta data 
ai sito. Infatti (fig. 7. ) abbassando dal punto dato Af una perpen- 
dicolare MP sidla retta data OP, il triangolo MOPsaxk dato di spe- 
cie, perchè è dato l’angolo Oper imtesi.e per conseguenza sarà dato 
il rapporto di PM a MO. E poiché PM è data di grandezza, sarà 
anco data la grandezza di AIO. Quindi fatto centro in itf e con un 
raggio eguale a AIO descritto un arco di cerchio, questo taglierà la 
retta OP in un punto O, il quale unito col punto jlf determinerà la 
posizione della retta richiesta. 

57. Un punto è dato di sito nello spazio, quando sono date le di- 
stanze di questo punto a tre piani dati di sito. 

58. Una linea è data di sito nello spazio, quando sono date di 
sito due superficie, su ciascuna delle quali ella debba trovarsi nel 
medesimo tempo. Quindi una linea retta sarà data di sito, quan- 
do è la comune interse ione di due piani dati di sito , o di due. 
superficie date di sito, che con la loro intersezione possono dare 
una linea retta. 

59. La posizione di un piano nello spazio è determinata da tre 
punti , o da due rette , che si tagliano. 

tiO. Un gran numero di esempi si potrebbe qui addurre , a fine di 
mostrare come dai dati di sito per ipotesi si cavano quelli per conse- 
guenza ; ma essi sarebbero di poca , o di ninna utilità, perchè una 
siffatta indagine ne’ casi particolari, che si potranno presentare , rie- 
sce facile dietro le cose finora esposte , e la conoscenza della geome- 
tria piana e solida. Epperó passeremo ad occuparci di un oìbbietlo 
assai più importante , qual è quello di considerare nelle grandezze 
non solo la posizione , ma anche la direzione. 

.61 . bielle quistioni geometriche avviene talvolta che la soluzione 
applicata al solo caso contemplato nella figura, che si ha sott’ oc- 
chio, si applichi a tutti gli altri casi, senza particolar differenza, e 
la figura conserva la stessa forma. Così, se si propone di dividere 
una retta terminata in due parti eguali, la costruzione si adatta ad 
una linea di una certa lungiiezza, per esempio, di un pollice; e la 
mente poi la trasferisce a tutti gli altri casi, perchè non considera la 
lunghezza determinata nella figura , ma ha presente la sola nozio- 
ne di una linea retta , che ha due termini , insieme con la nozione 
de’ circoli, che bisognano per la soluzione del problema , e della 
retta, che unisce le intersezioni di questi circoli. 

Ma assai più spesso accade che neH’applicBre la solu-ione a diffe- 
renti casi che si possono presentare, la diversa posizione de’punti, e 
delle linee, produce un cambiamento nella figura in modo che non 
si può più applicare la stessa soluzione, se si tratta di problema, o là 
stessa dimostrazione, se si tratta di teorema, ma si richiede una so- 
luzione, o una dimostrazione particolare. Un siffatto inconrenienta 
avviene quando nelle quistioni geometriche si considera la sola gran- 
dezza, e si trascura di considerare la posizione, e la direzione; ma 
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Sfì (li qiisste si teh^a conio , allora la stessa solii/ionc, o la stessa 
(iiniostraiionc si potrà applicare a lutt'i rasi. 

62. Aflìnehè si vegga come nella geometria si possa tener conto 
della posizione ,c della direzione, coininccremo dalla linea retta; e 
la considereremo rispetto alla direzione. Quindi ci occuperemo della 
proprietà, che ha la linea retta , di poter esser applicata sulla dire- 
zione di tale o di tal altra linea retta. 

63. Se sopra una linea retta MN ( Hg. 8) indefinita si pren- 
da un punto À, che si consideri come fisso, le lunghezze jic, Atf 
saranno situate rispetto a questo punto in direzione opposta. Or 
dico che se la prima si consideri come positiva, la seconda si do- 
vrà considerare come negativa. Infatti, se si prenda un punto li 
al di là di c verso aV, sarà Ac=. Ali — Bc \ ma sarà poi .<^c'= 
JBé — AB. Da ciò si vede che per ottenere Ad si deve fare una 
operazione diametralmente opposta a quella, con cui si ottiene Ac\ 
e |>erò per le cose dette piti sopra ( n“ 42 ) dovrà esser //</ una 
quantità negativa. Ciò si vedrà più chiaramente, se si rifletta din 
le linee servono in generale ad esprimere le distanze a un certo 
punto considerato come fisso, ed a cui si riferiscono altre linee. 
Quindi se si volesse accrescere la lunghezza AB di un’altra lun- 
ghezza 6’/}, che supporremo eguale a /fe, si dovrebbe applicare, 
il punto D sul punto //, e la retta DC sopra BN,\ ed allora si 
avrebbe una retta eguale alla somma delle due rette AB, c Bc, 
come vedenemo nella geometria piana ( n“ i4 ). Or essendo la sot- 
trazione una o|>erazionc inversa deiraddizionc, la prima dev’css<-re 
fatta in un modo opposto a quello della seconda , cioè verso la 
parte dove le linee diminuiscono. Quindi vedemmo nel medesimo 
paragrafo 44 della geometria pinna che volendosi sottrarre CD, 
da AB, si doveva applicare il punto D in B, e la retta DC so- 
pra Blu. Dal che apparisce che quando CD si su|>pone minore 
di AB, il punto C si troverà in c a destra del punto fisso A •; 
ma quando si suppone maggiore, si troverà in a sinistra di A.. 
lapperò , nel primo caso si avrà Ac = AB — Bc, come fu detto 
più sopra , ma nel secondo caso risulterà Ac' = AB — Be', os- 
sia una quantità negativa. 

6i. La continuità delle linee, c la proprietà, che hanno, di poter 
essere prolungate indefinitamente dall’ima e dall'altra parte, permet- 
te di poter fare la sottrazione sempre allo stesso modo, o clic la 
linea da sottrarsi sia minore, o che sia maggiore di quella, da cui 
debba esser sottratta. Ciò non avviene ne’iiiuneri, dove sempre il 
numero minore si deve sottriirre dal maggiore. 

65. DaHe cose precedenti si deduce che; quando due lunghezze, 
riferite ad un punto Jicso, e computale topra una medesima linea 
hanno modi di esistenza direttamente opposti , se le une si con- 
siderano come posiliee , le altre si potranno considerare come 
negative. 

' )io s'applica ancora alle distanze computate so- 
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Iiifatli , supponiamo (fig 9) ohe si voglia fissare la posizione di due 
punti B, c b' rispetto mi una rutta c|ualiuique d//V; e che la distali a 
del punto B a questa retta sia espressa da K-\-L-,e quella del secondo 
da K — R-, sarà manifesto che la distanza scanbievole de' due punti 
accennati verrà indicala da L-^R, che è la dilferenza fra le due 
distanac suddette. Quindi volendo assegnare la posizione de'due 
punti , si dovrà cominciare dal tirare a MN una parallela CD, si* 
aiata ad una distanza CM-=K, sia da una parte , sia dall altra della 
-retta data MN ; e poi si condurranno due altre rette AB, j^B' p i- 
rdllele alla stessa MN , la prima ad una distanza AC=L, e la se- 
conda ad una distanza AfC=R. Da questa costruzione apparisce che 
il luogo geometrico di tutti’! punti, come if, sarà la retta indefi- 
nita AB', e che quello di tutt' i punti , come B', sarà la linea inde- 
finita AB'. Inoltre sarà manifesto che tutt’ i sudetti punti, come B^ 
« B' , situati all’incontro delle parallele AB, AB', e della perpen- 
'dicolare A’A’ alla retta .^iV, avranno fra loro la distanza richiesta 
L-\-R ; e che rispetto alla retta CU si troveranno in una situazione 
^ipjiosta. Or, supponendo fisso il punto C, sarà (7 positiva, ed 
yd' 6’ negativa ; per conseguenza RD, ch’é ugnale ad AC, dovrà 
t-sscr' positiva, e B'D, ch’è uguale ad AC, dovvà esser negativa* 
67. Dalle cose precedenti si deduce che la linea, che dinota la 
distanza di un punto ad una retta data, passando da una parte al- 
’l’allra di questa medesima retta . dovrà esser considerala come ne- 
gativa, se prima era supposta positiva, e viceversa. Quindi.(fig. 6) 
se si conviene di considerare l’ascissa OP come positiva, l’ascissa 
Oi^, che trovasi in direzione opposta rispetto all’asse dovrà 
esser considerata come negativaisimilmente, se l’ordinata PMsi sup- 
pone positiva, l’ordinata /W' sarà negativa,, perchè si trovano in 
(ina situazione opposta rispetto all’asse xx'. E poi manifesto che le 
ordinate PM, e J"M' sono ambedue positive , perchè si trovano am- 
hedur situate da una medesima parte dell’asse xx' , e però le or- 
dinate P'M", e PM'" devono essere ambedue negative. Con queste 
considera’ il mi si potrà conoscere in quale de’ quattro angoli, che 
ialino tra loro gli assi delle coordinate, si trova situato il punto M. 

6S. Passeremo ora a risolvere alcuni problemi, dove ha luogo la 
considcra7,ione delle quantità negative. 

(ili. Problema. In un triangolo ABC trovare sul lato AB un pun- 
to D uUe che la retta DE , tirata da questo punto parallelamente al 
lato AC , sia eguale ad una retta data MN ( fig, 10). 

E manifesto che questo problema sarebbe risoluto, se si determi- 
nasse la distanza AD del punto richiesto D al punto fisso il che si 
ottiene facilmente per mezzo de’ triangoli simili ABC, BUE, i quali 
danno la proporzione 

AC-. DE\: AB-.BD-, 

« quindi dividendo si avrà 

AC ; AC-DE : \ AB : AB-^BV, 
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JC : ÀC-M.\ :: : AD. 

Dunqtte, la disianza incognita y/Z) è ugnale ad una quarta pro- 
porzionale alle tre ratte date AC , AC — MN ■, ed AB. 

Or qnando MN è minore di AC , la quarta proporzionale accei»- 
nata «i trova facilmente con tagliare sopfa AC una parte CF' eguale 
alla retta data MN, e con tirare dal punto F la retta FD parallela 
al lato BC‘, perocché, con questa eosiruzioue si lia 

AC : AF :: AB: AD. 

Ma se la linea MN è maggiore di AC, fa costruzione precedente 
sembra essere in difetto: nondimeno essa si applica anche a <|ue-lo 
caso , se si tien conto ch-lla direzione thdle linee. Infatti , ([iiao-do .17. t' 
è maggiore di AC, la quantità AC — MN é negativa; il c'ie indica 
che il punto D deve trovarsi in D sul prolinigamento def lato H /; 
e p -r consegiM'nza la lineo MN non potrà esser situata dentro il tri- 
angolo ABC. Si ottiene poi il punto 7/ con la stessa costruzione falla 
pili sopra, cioè con portare MN sopra CA-, perchè allora il punto F 
si troverà in F . Quindi se da questo |iunlo si conduca una parallela 
al lato BC, si avrà il punto 77', dal quale tirando llnaliiieuto la rei 
\a D E' parallclaineiite ad AC, si vciira facilmcnle che D F t ugua- 
le a MN. 

70. La risoluzione di questo prohleina semplieissìmo fa veder.' 
chiaramente il vantaggio che si può avere in geonieti-ia dalla coiim- 
d razione delle quantità positive c negative, ahliencliù esso pivilileina 
si possa risolvere senza la considerazione- accennata. Infatti , liaslerà 
prendere come incognita la distanza del punto D al punto 77: allora 
si avrà la proporzione 

AC : AB DE : DB -, 

t la quarta proper ionale, ehc determina il punto richiesto Z7.si po- 
trà sempre assegnare , qualunque siasi la grandezza di DE, o di Mi\ . 

Ma non accade lo stesso nel seguente probleiiKi , in cui senza la 
considerazione della quantità positive c negative, la soluzione non 
potrebbe applicarsi a tuU'i casi , che si presentano. 

71. Proikìenui- Estendo tinte due rette ftaniti eie .àB-, 110 elle 
vengono segate dalla terza EF , condurrà per un punto dato I* una- 
retta, che incontri le Ire rette date ne punti- M . O, N , ut m >dt> 
che la somma delle rette MN, ON. eoniprese fra la prima e- la te - 
%a, e fra la seconda e la terza sia eguale ad una retta data (fig. 1 1). 

Fallo centro in qualsivoglia punto K di una delle parallele , e con 
un raggio eguale alla retta daUi si descriva un arco, clic tagli l'al- 
tra parallela in un punto l, e si congiiinga Kl. I'- manifesto eh « 
questa costruzione si potrà fare, quando la lunghezza data c mag- 
giore , o eguale alla distanza delle due parallele; nel caso c>>nlraria- 
il problema sarà impossibile. 
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Supponendo dunque clic il problema possa nsoWersi , si conduca 
'dal punto /^uiia retta parallela a KI, la quale se incontra t'F in un 
pnnto A', che cada fra C,e II , risolverà il problema; dappoiché la 
somma delle due rette MN, ON sarà la retta MO. che è uguale a 
KI , come facilmente si vede. Ma se Pai trovi situato iikl",o in 
f*, vale a dire in modo che il punto Accada fuori di CU, e si tra- 
sporti inAf', o in N", la soluzione precedente non si potrà più ap- 
plicare , perchè in questi due casi non sarà più la somma delle rette, 
comprese fra la prima e la terza , e fra la seconda e la terza delle 
rette date , ma la loro dili'erenza, che sarà uguale a KI. Nondimeno , 
si vedrà facilmente che la stessa soluzione si applica a tutt'i casi , se 
si tenga conto della direzione delle linee. Infatti, rispetto alla prima 
parallela JB, se le rette Mlf, M'N' si considerano come positive, la 
retta Af''A",che giace in direzione opposta, si dovrà considerare eome 
negativa. Similmente, rispetto alla seconda parallelh D6, se le ret- 
te OIV, O'N" si considerano come positive , si dovrà considerare co- 
me negativa la retta ON', che si trova in direzione opposta a quella 
delle! due prime. Quindi , l'enunciazione e la soluzione del probleina 
rimangono le stesse, se la retta M'O , o , si considera come 
risultante dalla somma di una quantità positiva e di una quantità ne- 
gativa. .* 

72. Negli archi di cerchio di un medesimo raggio potendosi fare 
r addizione , e la sottrazione , come nelle linee rette , ne consegui 
che gli archi medesimi si possono considerare come positivi e nega- 
tivi. A fine di mostrare con un esempio il vantaggio , che si può ca- 
vare da una siffatta considerazione , Vapplicheremo alla misura degli 
angoli. 

L! noto dalla geometria piana che se due corde ÀE, BD(^. 12) 
si tagliano nel cercliio, l’angolo ACB ha per misura la semi-somma 
degli archi AB, ED, comunque si trovi situato il punto C dentro il 
cerc'iio. Ciò premesso, ci proponiamo di far vedere che consideran- 
do gli archi positivi c negativi, la misura accennata può estendersi a 
qualsivoglia altro angolo , d e abbia il vertice sulla circonferenza, 
o fuori di questa; ed in tal modo la misura degli angoli si troverà e- 
spressa con un solo concetto. 

73. l’er comprendere chiaramente ciò che segue, bisogna aver pre- 
sente la continuità, che si ritrova sempre ne’ differenti risultamonli 
che si deducono da una stessa costruzione geometrica. Essa consiste 
in qucsto,cioè che in qualsivoglia parte di una linea si possono sempre 
concepire due punti tanto vicini fra loro, quanto si voglia. Ciò pre- 
messo, si concepisca che la corda AE{ùg. 12) giri intorno al punto 
A, come sopra un perno, questa corda formerà suceessivamente con 
BD una serie di angoli che andiamo ad esaminare ; ed il punto E , 
situato alla sua estremità, passerà su tutt’ i punti della circonferenza 
EDAE, vale a dire, la descriverà; e però un tal punto lo indichere- 
mo col nome di punto descrivente. Or seguendo con attenzione il 
movimento , di cui è parola , si vede primieramente che quando il 
punto descnvculc sarà giunto \a.D, l’arco EU si annull a^ e l’au- 
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gole ADB, in cui si è Irasformalo l angolo per m - 

ra la n.elà dell’arco AB. Supponendo in 
wrivenlc sia arrivalo in P, v angolo nsullanle Af. ^ 
lice fuori della circonferenza . cd avràncr misura la Minidilferenza de- 
gli archi AB, ed E'I). Ma se si consideri l arco ED come m galj^vo, 
Lrchè ha una direzione opposla all’ arco ED, risjiello al puiilo fisso 

si potrà dire che 1’ ang^ ha per misura la scmisoinma 

degli AB, «I ED. Quando il punlo descrivente s. tro^a jn 
E** dove supporremo che T arco sia eguale 
risulunte sarà zero, perchè avrà per misura la ^ 

chi AB, ed E“D, la quale è nulla , essendo l "•;«» * " negativo. 
Infatti, in tal caso è manifesto che le rette BD. ed V’"" ‘ 

Iole e perciò il loro angolo è zero, iseguitando a muoversi il punto 
descrivente, e supposto che sia giunto in A'"', 

E'>C'D. Consideralo l arco tfA»" come negativo, la misura dell an 
golo accennato sarà ancor essa espressa dalla 

AB,DE", ma questa stessa semisomiiia e una quantità neg ’ F 
chè Varcò DE^ è maggiore dell’arco AB. Una tal quantità serve ad 
indicare che il vertice dell’angolo A"'C-/J trovasi 
D iu una direzione opposU a quella in cui trovai il punto C ed in 
fatti ambidue Irovaiisi sul prolungamento di BD, 
parte, lallro dalla parte opposta, rispetto al punm fisso «.Al 
il punlo descrivente sarà giunto mA, la eorda si 
laLgente al cerchio, cioè con la retta TAC"» In tal ‘ 
risullanle^C*"/) avrà per misura la scmisoinma degli arcln^ff,e 
considerando questo come negativo. Seguitaiulo a muoversi il pu 
descrivente, quando sarà giunto in AS • 
avrà jier misura I# semisomma degli archi BE , c «.7,coiisu 
sempre l arco DA come negativo. Quando poi il punlo 
sarà arrivato in B, allora 1 angolo risultante ABI avra pe 
la metà dell’aroo DA. Finalmente, quando lo stesso punto saia giun- 
to in /;% allora l’arco AA’“ sarà positivo, jiercliè risiu-llo al punto 
fisso A si trova avere una direzione opposla a quella dellarcow^a. 
Quindi l’angolo AED avrà per misura la semisoniina degli areni 
BE e DA, e questi archi saranno allora considerali come (msiuv 
ambidue, perchè siamo tornati dove eravamo partili, vale a dire al 
caso in cui le due corde si tagliano in modo che il loro punto d inter- 
sezione cade dentro al cerchio; e però essendo tornali nella regione 
delle quantità positive , cessa qualunque considerazione di quantità 
negative. 

74. 11 concetto delle quantità positive e negative non ha luogo so- 
lamente nelle linee, ma si estende alle superficie ed ai solidi. 

75. Se le rette OP, 0Q{ Cg- 6 ) »i considerino come positive, e 
come positivo il rettangolo OPJUQAa esse compreso, e *i muli UD, 
in OE, ossia divenga OP negativa, il rettangolo «/ 'i/ (-» diverrà 
negativo, perché rispl-llo alla retta OQ si trova avere una direzione 
opposla a quella del rettangolo (JPMQ: e però si può fare su que- 
sti duu tclUtjigoU lo iiUiSSu ragioBttWfuto , che più sopra laccimud 
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per provare che rispetto al punto O le dne rette OP, ed OP' po- 
tevano esser considerate l’una come positiva, 1’ altra come nega- 
tiva. Ma se anche OQ muti direrione e divenga 0(/, ossia diven- 
ga negativa, allora il rettangolo OPM“Q‘ si dovrà considerare co- 
me positivo, perchè occupa una situazione opposta rispetto al ret- 
tangolo OP'JU'Q, e non già rispetto al rettangolo OPMQ. Infatti, 
come abbiam detto, la situazione opposta di due rettangoli si con- 
sidera rispetto ad una lineo, e non già rispetto ad un punto. Quindi 
i due rettangoli OPMQ, Oi’‘M"Q‘ non si possono considerare l’uno 
come positivo e l'altro come negativo, perche non avendo di co- 
mune che il punto 0, si troiano situati in direzione opposta ri- 
spetto ad un punto, e non rispetto ad una linea; onde non si può 
applicare ad essi il ragionamento, con cui si dimostra che le li- 
nce OP, ed OP' sono l'una positiva, e l'altra negativa. Or se il 
rettangolo OPM"Q' è positivo , si comprenderà facilmente che il 
rettangolo OPM"'Q' deve considerarsi come negativo. 

76. Si sa dalla geometria piana che l’aja di un rettangolo ha 
per misura il prodotto della sua base per la sua altezza. Se dunque 
si supponga che OP ( fig. 6 ) sia eguale ad OP, ed OQaAOQ', 
il prodotto delle linee OP, OQ sarà la misura dell'aja di uno qua- 
lunque de’quattro rettangoli formati intorno al punto 0. Ma se OPy 
od OQ si considera come positiva o negativa, in tal caso non si 
considererà solamente ^ grandezza di^ ciascuna delle due linee , 
ma ancora i segni -|-, e — , che accompagnano una siffatta gran 
dezza, vale a dire si considerano le direzioni dì quelle due linee 
in unione della loro grandezza rispettiva. Quindi il prodotto, che 
si avrà , non dovrà esprimere soltanto la grandezza di ciascuno 
de'rettangoli sopraddetti, ma ancora la loro situazione. Sicché quando 
OP, ed OQ sono ambedue positive, il loro prodotto esprimerà il 
rettangolo positivo OPMQ: quando poi OP sarà negativa, ed OQ 
positiva, il loro prodotto darà il rettangolo negativo OPM'Q: in 
seguito considerando le due linee come negative ambedue, il loro 
prodotto indicherà il rettangolo positivo OPM''Q: e finalmente il 
prodotto di OP positiva, e di OQ negativa dinoterà il rettangolo 
negativo OPM'"Q'- 

Da ciò segue che quando le due linee OP, OQ sono precedute 
dagli stessi segni, cioè sono ambedue positive, o ambedue negative, 
il loro prodotto, ovvero il rettangolo, che ne risulta, sarà positi- 
vo. e che quando sono precedute da segni diversi, cioè l'una è 
positiva, e l’altra negativa, allora il prodotto, o rettangolo risul- 
tante si dovrà considerare come negativo. 

77. Dalle cose precedenti risulta che se i rettangoli sopraddetti ss 
trasformano in quadrati, il quadrato di qualsivoglia retta, sia posi- 
tiva come OP, sia negativa, come OP, è sempre positivo. Donde- 
poi si deduce che qualsivoglia quadrato può sempre avere due lati, 
uno positivo, e l’altro negativo; e per conseguenza quando per la so- 
luzione di un problema si richiede che si ritrovi il lato di un dal» 
quadrato, questo stesso lato si potrà adoperate ueU'una c ncU'allras 
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JiiTzionP, cioè come positivo, c come nef^ativo. Ma so per la solu- 
zione ili un problema si dovesse trovare il lato di un quadrato nega- 
tivo, ciò sarebbe impossibile, perchè un tal lato dovrebb essere o po- 
sitivo, o negativo, e nell’uno, e nell'altro easo, il quadrato fatto so- 
pra siOatto lato sarebbe 8> inpre positivo, come gii abbiam detto. E 
poiché il quadrato ha per misura il prodotto, che si ottiene con mol- 
tiplicare per se stesso il numero delle unità lineari contenute nel lato 
di esso quadrato, cosi si dice che la radice quadrata di un numero 
negativo non si può assegnare; ed una siOàtta radice si chiama radice 
immaginaria, o pure quaulità immaginaria. 

78. L’im|>ossibilità di assegnare il lato di un quadrato negativo 
apparisce manifesta dalle cose precedenti; nondimeno si potrà vede- 
re più chiaramente ancora osservando che se il quadrato OPM'Q 
si consideri solamente rispetto alla sua grandezza, il suo lato è sicu- 
ramente 01“, o pure 0(f: ma se si consideri come un quadrato nega- 
tivo,allora si deve ancora aver riguardo alla direzii ne de’suoi latiO^, 
cd OP', i quali essi*ndo l’uno posilivo,e l’altro negativo, ne segue che 
il ciuadratu OI“M'Q non si potrà considerare nè come il quadrato 
della retta positiva OQ, nè come quello della retta negativa OP. 
Infatti, nel primo caso si confonderebbe col quadrato OPMQ, e nel 
secondo col (|uadrato OPM"Q'. Quindi allorctiè si fa uso delle quan- 
tità positive e negative, la condizione essenziale del quadrato è che la 
sua base e la sua altezza non solo devono essere identiche in quanto 
alla loro grandezza, ma anche in quanto ai segni, dai quali si con- 
siderano precedute; cioè devono essere ambedue non solo eguali, ma 
tutte due negative, o tutte due positive. 

79. I.a considera ione delle quantità negative conduce dunque a 
quella delle quantità immaginarie; e questo concetto non è meno 
l>rezioso del primo. Noi vedrèmn in appre.sso che per mezzo di un 
siffatto concetto si arriva a risultameuti importanti; per ora ci limi- 
teremo a farne vedere l’uso in un problema semplicissimo , che è 
stato risoluto nella geometria piana. 

80. Problema. Trovare fra due rette date la media proporzio- 
nale (iìg. 2) 

E manifesto che il quadrato della media richiesta dev'esser eguale 
al rettangolo delle due rette date; e per conseguenza il problema 
proposto deve ammettere duo soluzioni; ed i due lati di quel qua- 
drato si dovranno trovare con una medesima costruzione. Infatti 
sopra una medesima linea retta si prenda una parte AP eguale ad 
una delle rette date , o PB eguale all’altra : poi sopra AB come 
diametro si descriva un cerchio, e dal punto P s'innalzi sul dia- 
metro medesimo una perpcndieolare , che incontra la circonferen- 
za ne punti M e M'. E chiaro che la media richiesta sarà PM, 
o PM', cioè una retta positiva, o una retta negativa. Finché il punto 
P si trova fra A e B, \e soluzione precedente cammina regolar- 
mente, c sì hanno sempre le due medie accennate. Ma se si sup 
ponga che il punto P si sia trasferito in P', allora la linea PlP 
diverrà negativa, perché rispetto al punto fisso B avrà una diro- 
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cione opposta a quella della linea PB-, e per conseguenra il rei* 
iangolo di AP in PB sarà negatiTo, e tale ancora sarà il quadralo 
equivalente a questo rettangolo. Ma il lato di un quadrato nega- 
tivo è una quantità immaginaria, dunque è impossibile trovare con 
la costruzione fatta più sopra la media proporrionale fra le rette 
AP, t PB\ ed infatti la perpendicolare innalzata dal punto f* sopra 
AP non può mai incontrare la circonferenza d^ cerchio. 

81. La considerazione delle quantità positive e negative ha luogo 
non solamente nelle linee, e nelle superGeie, ma anche nei solidi. 
Cosi, se una delle Ire rette, che rappresentano le dimensioni di 
un parallelepipedo rettangolo, mula direzione, allora questo solido, 
da positivo diviene negativo; e se si concepiscà come immobile il 
piano, che vien determinato da due di quelle rette; e che quella, 
che muta direzione, sial’ailezza dei parallelepipedo, in tal caso que- 
sto solido sarà situato dall’ altra parte del piano accennalo. Quindi 
la situazione relativa di quelli due solidi si considera rispetto a quel 
piano comune, come ahbiam veduto che la situazione di due linee 
si doveva considerare rispetto ad un punto comune, e quella di due 
superlicie rispetto ad una linea comune. E facile poi il vedere che se 
due di quelle dimensioni mutano direzioue, il solido acquisterà di 
«uovo un valore positivo; e che se tutte tre le dimensioni mutano 
direzione, il solido diverrà negativo. 

82. Le cose (in qui esposte intorno ai dati bastano per compren- 
dere ciò che dovremo esporre in appresso. Solamente si deve avver- 
tire che dati di genere diverso- si possono combinare tra loro; così, 
una linea retta può esser data nello stesso tempo di sito e di grandez- 
za; e similmente un cerchio può esser dato di sito e di grandezza, 
quando sarà data la posizione del suo centro, e la lunghezza del 
suo raggio. Un triangolo sarà dato di 'specie e di grandezza, quando 
sono dati di grandezza due lati e l’angolo compreso, o due angoli ed 
un lato, o Gnalmente i tre lati. Tutto ciò si deduce facilmente dalla 
teorica dell’ eguaglianza de'triangoli. Finalmente si comprenderà su- 
bito cosa si debba intendere , quando si dice die una Ggiira è data 
di specie e di sito, onde non occorre dare altre spiegazioni intorno 
alla combinazione de’ dati di diverso genere. 

CAPITOLO III. 

Relazioni fra le dielanze di più punii sitnati sopra 
una medesima linea retta. 

8.3. Se sopra una retta sono dati tre punti A, B, C (fìg. 13), può 
avvenire che il punto B cada fra i punti A e C, o fuori di questi 
punti in ff. Nel primo caso sarà AC la somma delle distanze AH.t 
HC del punto H ai punti A e C; nel secoifdo caso la stessa AC sarà 
la dilfercnza delle distanze del punto B> agli stessi punti A e C: b 
vedemmo nella geometria piana che nel primo caso il quadrato di 
AC è uguale ai quadrati di AB, e di BC, più il doppio rettangolo di 
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'AB in BC\ e che nel secondo il quadralo di ÀC è uguale ai qua> 
drati di AB', c di ffC, meno il doppio rellangolo di AJf in £fC. 

Questo duo proposizioni non sono che due casi di un medesimo 
teorema, ed il secondo deriva spontaneamente dal primo, se si con- 
sideri UC come positiva, e B'C come negativa. Infatti, rispetto al 
punto fisso C, la linea B'C lia una direzione opposta a quella di BC, 
c però nel primo caso il rettangolo di AB in BC si può considerare 
come positivo, e nel secondo al contrario il rettangolo di AB' in 
B'C si dovrà considerare come negativo. 

84. Quando i punti sono quattro A, B, C, D (fig. 14 ), ed il punto 
B si supponga essere il punto di mezzo di AC, sarà AD la somma 
delle relle BD, AB, e sarà poi CD la differenza delle stesse rette. 
Quindi il rettangolo di AD in CD%&rk eguale alla differenza de'qua- 
drati delle rette BD, AB, siccome fu dimostrato nella geometria 
piana. 

Quando il punto B si trovasse essere il punto di mezzo di AD, la 
relazione precedente resterebbe la stessa; poiché allora AC^arh. la 
somma delle rette AB, BC, e CD la loro differenza ; e sarà il ret- 
tangolo di AC in CD eguale alla differenza de’ quadrati di AB, e 
di BC. 

Or nel paragrafo precedente abbiam trovato due proposizioni, che 
sono due casi di un solo teorema; e nondimeno non si possono espri- 
mere con una sola enunciazione. In questo al contrario troviamo 
due proposizioni, che sono pure due casi di un solo teorema; e si 
possono esprimere con una sola enunciazione. Ciò nasce dal pcrcliò 
essendo il quadrato di sua natura positivo, la differenza di due qua- 
drati é sempre da considerarsi come la differenza di due quantità po- 
sitive: e però non può mai cambiarsi in somma. Quindi se una rela- 
zione ammette soli quadrati, c non rettangoli, 1’ enunciazione rima- 
ne la stessa per tiitt'i casi, che si possono presentare. Infatti, abbiam 
dimostrato nella géomctria piana che se si divida la base di un trian- 
golo in due parti eguali, la somma de’quadrnti degli altri due lati è 
uguale al doppio quadrato della retta che congiunge il vertice del 
triangolo col punto di mezzo della base, più il doppio quadrato della: 
scmibasc ; e questa enunciazione resta la stessa ne’ due casi, che si 
possono presentare, cioè quando la perpendicolare abbassala dal ver- 
tice sulla base cade dentro, e quando cade fuori del triangolo. 

85. Supponiamo ora che sopra una retta vi siano quattro punti 
fissi A, B, C, D (fig. 15, 16 e I 7), ed un quinto punto E, clic nii:- 
ti posizione. Supponiamo inoltre che i quattro punti accennali sii - 
no situali in modo che l’inlervallo AB dc’due primi sia eguale aH'iii- 
lervallo CZ7de’due secondi. E manifesto che il punto £potràcadero 
o sul prolungamento di AD, (fig. 15), o nell’iiitervallo CD, (lig 16), 
o finalmente nell’intervallo BC, (fig. 17). 

Me’due primi casi, se rinlervaìlo BC si annulli, ossia se i punti 
B, e C coincidano in un solo, allora si ricade ne'due casi considerati 
nel paragrafo precedente, in guisa che il teorema dimostralo nella 
geometria piana intorno al rettangolo fatto sulla somma e sulla dif- 
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fpren/a di diifl rotle.. non è che un caso particolare di qiicllp che 
segue. 

86. Teorema. Se sofira una velia si prendano qvMltro punti 
A, B, C, D, in modo che sin AB=CD . ti rettangolo delle disiati- 
zp. Bl^, CE de'punti medii B e C ad un quinto punto E, comunque 
situato sulla stessa retto, è uguale alla somma di due rettangoli. 
Tulio contenuto dalle disiarne de punti estremi A e D allo stesso 
punto E, l’allro dalle distanze degli stessi punii estremi ad uno de’ 
punti medii (Ge. 15, 16 e 17). 

Infatti , si divida liC in due parti eguali nel piuito F, c si sup- 
ponga che il punto E si trovi in primo luogo sul prolungamento di 
15). Essendo liE\a somma delle due rette FE, FC, e CE 
la loro diircfen7,a,siirà il reuangolo BE'^CE, più il quadrato di CF 
eguale al (piadralo di FE. Ma il quadrato di FE è uguale al rettan- 
golo ,1E'><E/), più il quadralo di l)F, perchè ÀEk la somma delle 
due rette FE, l)F, lul ED la dilfcrcnz.a delle stesse rette ; dunque 
sarà il rettangolo BE'XEC, più il quadrato di CF, eguale al ret- 
tangolo ylE':^ED, più il quadralo di DF. Or essendo il quadrato 
di DE eguale al rettangolo BDy<DC, ovvero CAxCD, più il qua- 
drato di CE, perchè BD è la somma delle due rette DF, CF, e DC 
la «lilferenza delle stesse rette, ne segue che il rettangolo BE'XEC, 
più il (juadrato di CF, è uguale al rettangolo AEX.ED, più il ret- 
tangolo ACxCD, più il <)uadrato di CF. Quindi se si tolga il comu- 
ne quadralo di CF, resterà in line. 

BE:f<EC—AExED-\-ACxCD. 

87. Quando il punto E (lìg. 16) si trova fra Ce D, il teorema re- 
sta lo stesso, solamente si do\rà considerare come negativo il ret- 
tangolo AExED. Infatti, in questo secondo caso la linea DE ha 
una direzione opposta a quella che aveva nel primo caso; e però DE 
diviene una quantità negativa, c tale pure si dovrà ccnsiderare il ret- 
tangolo AE'XED. Sicché in questo secondo caso la relazione tro- 
vata più sopra diverrà. 

BExEC=ACxCD— AE xED. 

88. Finalmente, se il punto E (Gg. 17) si trovasse fra Be C, non 
solo la linea ED è negativa, ma anche la linea CE, perchè questa 
ha mutata la direzione che aveva nc'due casi precedenti rispetto al 
punto fisso C; per conseguenza non solo il rettangolo AFX-ED è 
(la considerarsi come negativo, ma ancora il rettangolo 

c perciò la relazione trovala (n“ 86) diverrà. 

—BExEC=—AExED-\-ACxCD. 

E ricorrendo al principio stabilito (n° 40) si potrà scrivere questa 
relazione nel modo seguente, senza che resti alterata: 

BExEC==AExED— ACxCD. 

B9. Il secondo, ed il terzo caso del teorema più sopra dimostrato 
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si poterano dimostrare direttamente', come si è fatto poi primo,' in;» 
La considerazione delle quanlilà positìte c negative ridiioc tutto ad 
una sola dimostrazione, od a una sol.i eniiiioiazioiin' i treccisi doi 
quali 0 parola, e così La scienza diviene generale, e si ritiene facìL- 
mente (i). 

90. Melle relazioni, eAc abbiamo esaminale, ninna sic presentata 
sotto forma di rapporto. Uestt» dutH)ue a considerare un toL caso. 

Quando sopra una linea retta sono dati tre punti A, B. C, (Gg> 
l'S ) pub accadere che il punto B si ritrovi silUcHo in modo che sia 
dato u rapporto delle distanze AB, BC. Infatti, basta dividere la 
distanza AC nel rapporto dato per avere la situazione- del punto ii. 
Può avvenire ancora ciie si abbia 

AC, AB:: AB-. BC, 

ed allora si avrà la divisione della retta AC in estrema e media' ra- 
gione. Questo problema è stato risoluto nella geometria piana; mn 
qui convicn ritornare sulla quella soluzione, a line di applicare ad 
essa i priucipii generali, ebe abbiamo stabiliti nel capitolo prece- 
dente. 

91 . Probhermt. Dividere- una retta data OA in estrema e media 
rayione ( lig 18 ). 

Al punto A s’ innalzi la porpcndicolare AC eguale alla metà-delia' 
retta data 0A-. poi fatto centro in C, e con un raggio linaio a CA si 
descriva un cerchio, c si unisca il punto 0 col centro C, e si ]>ro- 
luiighi OC nuche incontri la circonfercii'/.a iiv E. Kinalmenic-, fuH» 
centro in 0, e con un rc-tg^io eguale ad OD si descriva L’arco DX:. 
In retta OA sarà divisa nel punto X ni cstiTuia e media ragione, 
secondoclic fu dimostrato nella gcoiiielria piana. 

92. Uiflcltcìido con allcnzioiic su questa soluzione, si vede subito 
elle la retta OE è data di grandezza, perchè c. la somma delle due 


(i) Il teorema qui sopra dimostrato è di grande importanza nella teorica 
dciri|>erbolc. Esso trovasi' nelle Collezioni Matematiche di Pappo Alessan- 
drino, da coiPabbiam tratto; ma questo geometra éobbligatn di dimostrare 
a t uno ad uno i tre cosi, die (ircscnta il teorema Moennato, e di espone 
•gni caso con una enunciazione particolare, precisamente come fa Euclide 
net secondo libro de' suoi elementi. Gli auliclii geometri consideravano la 
grandezsa in modo assoluto, c non tenevano alcun eonto della posizione e 
della direzione; per conseguenza ad ogni cambianieiilo di.posuionb e dì di- 
rezione conveniva applicare una dìinoslra/ione particolare. Quindi la geo- 
metria antica è' difettosa, perehe manca della considerazione del sito. Ciò 
non si deve intendere in senso assoluto, ma- solamente die glranliclii geo- 
melrinoo avevano potuto introdurre in geometria quella iilca generale di 
silo, che ora trovasi introdotta nella geometria moderna, mercè l i eonsi- 
dcrozioDe delle quanlilAposilive c negative. Nell’niitica geouiclriasi lenova- 
conto del sìsicma di punii, o di linee, clic entravano in una li;;ura, senza re- 
lazione a quello precedente: iirila geometria mudema al cuiilrano si tien 
«Olilo di quel sistema in lull’i candiiauiciili, clic subisce In ciò è riposU 
prupiiamcnie la dìllcrenza Ira la geometria degli antiulii, c quella de’ mo- 
derni. 
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rette OC, CE, le quali sono date di grande**a. Inoltre si vede che 
la retta accennata è divisa nel punto D in estrema o media ragione^ 
perchè essendo OA=^DE, si ha 

OE -.DE:: DE: OD. 

Or portando per mezzo deirarco DX il segmento OD s |>ra OA 
non si fa altro che dividere OA nello stesso modo, in cui Oti è stata 
divisa dalla circonferenza del cerchio descritto col raggio CA, dun- 
que riesce naturale il pensare che l'applicazione di OE sul prolun- 
gamento di OA deve risolvere un altro problema, in cui OE deve 
essere come OD una media proporzionale, ossia deve risolvere un 
problema connesso talmente col primo che quando l’uno si risolve, 
1’ altro rimane ancora risoluto. M,a da qual parte si dovrà applicare 
OE sul prolungamento di OAÌ E manifesto che se questa applica- 
tone si taccia a destra del punto 0, in modo, che sia OE=^OE ' , 
non potrà mai sussistere fra le distanze de’punti 0, X, A, E', una 
relazione tale che sia OE' media proporzionale fra due di quelle di- 
stanze. Quindi bisogna applicare OE& sinistra del punto Oi de^n- 
vendo col centro O, e col raggio OE un arco OX'. Allora la linea 
OX' rispetto al punto fisso O avrà una direzione opposta a quella 
di OX, e però sarà una quantità negativa. E siccome il primo pro- 
blema proposto si riduce a trovare sopra la retta OA un punto X 
tale che la sua distanza al punto 0 sia media proporzionale fra la 
sua distanza al punto A, e la retta data OA, cosi il secondo proble- 
ma si dovrà ridurre a trovare sul prolungamento di OA un punto 
X' tale che la sua distanza al punto 0 sia media proporzionale fra 
la sua distanza al punto A, e la retta data OA. Infatti, si aveva 

OE : OA.\OA: OD, 

ovvero 

OE:OA\ \ OA.OE—OA, 
c però componendo si avrà 

OE^OA: OE\\OE:OA. 

Ma OE-\-OAz=AX', od OE=OX', 

dunque sarà 

AX< : OX> :: OX' -.OA. 

Dalle cose precedenti poi risulta che i due problemi, de’quali è 
parola, non sono Bbe due casi particolari di un medesimo proble- 
ma, che sj può enunciare nel seguente modo: 

^rotare sulla retta indefinita , che passa per due punti dati O 
rd A, un punto tale che la sua distanza al primo di questi punti 
sia media proporzionale fra la sua distanza al secondo , e la ret- 
ta OA. 
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CAPITOLO IV. 

Della divittone armonica della linea retta. 

93. Le relazioni esposte nel capitolo prccedcnlc riguardano in so- 
stanza la divisione della linea retta. Or fra i diversi luodii ne’ quali 
si pili) concepire divisa una linea retta, merita di essere si>ecialinentc 
considerato quello della divisione armonica, perché dà luogo a re- 
lazioni importanti, delle quali dovremo far uso in appresso. 

94. Se quattro punti ji, B, C, D, (fig. 14) sono situati sopra una 
retta AD, in modo che le distanze AB, BC di due di questi punti 

e C al terzo B siano proporzionali alle distanze AD, CiVdc'due me- 
desimi punti A e Cai rimanente punto D, vale a dire che si abbia 
la proporzione. 

AB- BC :\AD: DC, 

allora si dice clic la retta AD è divisa armonicamente, oinpropor- 
zione armonica dai (|uattro punti A, B, C, D. 

95. 1 quattro medesimi punti si dicono punti della divmonc ar- 
monica, o semplicemente punti armonici. 

96. 1 due punti A e C si chiamano cozy’i/yfl/ì l’uno alPaltro ri- 
spetto ai due altri punti B c D, che similmente s’appellano conjugati 
rispetto ai primi (/). 

97. Di due punti conjugati, l’uno è sempre situato fra i due rima- 
nenti, c l’altro sul prolungamento della linea, che separa quu)ti duo 
medesimi punti. 

98. Uno de’ due segmenti estremi AB, o CD è sempre maggiore 
del medio BC, come si deduce facilmente dalla proporzione 

AB .BCw AD. DC, 

nella quale essendo AD maggiore di DC, dovrà essere ancora AB 
maggiore di BC\ cd essendo AB miuore di AD, anche BC dcv’cs- 
ser minore di DÒ. 

99. Gli antichi geometri greci consideravano la proporzione ar- 
monica sotto un altro punto di vista. Essi riguardavano le distanze 
del punto D ai punti A, li, C, cd ecco perchè la distanza del punto 
D al punto B, intennedio fra i punti ji c C, veniva da essi chia- 
mata fa media armonica fra le due altre AD c DC, e però delle tre 
grandezze AD, DB. e DC, la prima sarà la massima, la seconda la 
media, e la terza la minima. Quindi definirono la proporzione ar- 
monica nel modo segueute: 

Tre grandezze sono in proporzione armonica, quando la massi- 
ma fra esse sta alla minima, come C eccesso della massima sulla me- 
dia, ali eccesso di questa stdla minima. 


(/) Questa dcnotiiinaàonc é derivala dalla parola latini jugum , thè si- 
f;ni6ca giogo, perchè i punti deC,o B e D souo sottoposti ad una uiedcsi- 
aiB legge rispetto «li due «Uri. 
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100. Stando a questo modo di vedere, la retta AD sarà divisa ar- 
inonicamcnte, quando si avrà 

AD-, DC\ :AD—BD: BD—DC, 

OTvero 

AD: DCWAB: BC; 

il che si riduce in sostanza alla definizione data più sopra. 

101 . Il vantaggio che risulta da questa maniera di considerare la 
proporzione armonica, consiste nel conoscere subito se tre numeri 
dati sono in proporziono armonica. Infatti , si vede che i numeri 6,, 
3, c 2 sono in proporzione armonica, perchè 

6 :2 :: G— 3 : 3—2, 

ovvero 

' 6: 2 3 : 1. 

102. Dalla proporzione 

AB: BC: \AD: DC, 

si deduce che se il punto D si trovi all’infinito, il suo conjiigato B si 
trovq^'à nel punto di mezzo dell' intervallo , che separa gli altri due 
punti conjugati A e C. Infatti trovandosi il punto Zi all’ infinito, cioè 
ad una distanza dal punto A maggiore di qualsivoglia distanza data, 
si possono considerare come eguali le reUeAD, DC-, c però in taf 
caso saranno ancor eguali fra loro le rette AB, BC. Questo concet- 
to non è chiaro sicuramente, perche per concepire il sito del punto 
D bisogna che la mente concepisca che 1’ unità di lunghezza sì sia 
portala sopra AD un numero infinito di volle, nondimeno, ((uando il* 
punto D si concepisca trovarsi aU’infinito, divenendo le distanze///!, 
CD ambedue infinite, non è difficile dedurne che fra esse non può 
esistere alcuna differenza ; e che perciò devono csserere eguali fra 
loro. 

103. Dalle cose precedenti segue che la divisione della linea retta 
in due parli eguali non è che un caso particolarissimo della divisione 
armonica di una linea retta. 

104. Viceversa, se il punto B si supponga situato in mezzo del- 
r intervallo AC , qualunque punto D , che si prende sul prolunga- 
mento di AC , non sarà inai il conjiigalo del ponto B-, e per con- 
seguenza i quattro punti A, B, C, D, cesseranno di essere armonici., 
D poi manifesto che in tal caso si ritorna a (|uelle relazioni, die ab- 
hìaino dimostrale nella geometria piana , c delle quali abbiamo par- 
lato nel capitolo precedente. 

lOà. Ma se invece di lueitere il punto B nel punto di mezzo dcl- 
r intervallo AC, che separa i due punti coujuguli A c. C, s\ lasci al 
suo posto, e si consideri il pillilo di mezzo di ylC'm unione de' quat- 
tro punti armonici A, B, C, D. allora nasceranno relazioni iiupor- 
lanlissime , delle quali dovremo far uso in appresso, e clic sono 
comprese ne’ due seguenti teoremi. 

lòfi. Teoreata- ^ l' intervallo kC, di iue punti conjujati si di~ 
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vida in dm parli emali in R, la metà RC di quelT intervallo sarà 
media proporzionale geometrica fra le distanze del medesimo pun- 
to R ai due altri punti coniugati B c D (Gg. 19). 

Si premia Rù=liB, c Iid=RD, sarà 3b=CB, ed Jd=CD', e 
per conseguenza sarà Bb la dilTerenza, ed AC la somma delle due 
rcUe AB, BC; e sarà poi AC\a. differenza, e Dd\a. somma delle due 
rette AD , DC. Or essendo AD divisa armonicamente ne’ punti A , 
B, C, D, si ha 

AB: BCy.AD: CD; 

ovvero 

AB: AD:: BC: CD, 

IVIa in ogni proporzione la differenza degli antecedenti sta alla 
differenza de’ conscguenti come la somma degli stessi antecedenti 
alla somma de’ conseguenti, (o come un antecedente al suo conse- 
guente), dunque sarà 

Bò: AC: :aC: Dd; (o come BC sta a CD): 

e prendendo la metà di ciascun termine di questa proporzione , ri- 
sulterà 

RB: RC: :RC: RD, (o come BC sta a CD), 

che era quello, che si doveva dimostrare. 

107. Viceversa, se RB, RC, RD, sono in proporzione geometrica 
continua, e si prende RA=RC, i quattro punU A, B, C, D, saran- 
no armonici. Ciò si deduce dalla dimostrazione precedente fatta in- 
versamente- 

108. Teorema. Se gualiro punti A, B, C, D, sono armonici , e 
si divida in due partì eguali la distanza AG di due punti conjugati 
A e C, saranno in proporzione geometrica le quattro distanze DA, 
DB, DB, DC, computale dal ptmtoHìai punti A, R, B, C, (Gg. 19). 

Infatti si è dimostrato (n° 1U6) che 

RB: RC::RC: RD, 

e che (n° 106) la ragione di RC a RD è uguale a qucUa di BC a 
CD, ossia che 

RC: RD: ; BC: CD; ed invertendo sarà 
RV: RC::CD: BC, 

ovvero 

RD. RA: : CD: BC; c componendo risolta 
RD-^RA.RD: : CD-i-BC: CD. 

Ma RD.\-RA=AE, e CD-i-BC=BD, dunque in Cnc sarà 
DA: DR::DB:DC, 
che è quello, che si doveva dimostrare. 

169- Si vedrà facilmente che se in luogo del punto C sì metta il 
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sao conjugato ff, lo distance di questo punto ai quattro punti A, B, 
D, Cf saranno in proporzione geometrica, vale a dire si avrà. 

BA-.BR. lBD: BC. 

110. La proporzione armonica godo di un gran numero di prò* 
prìetii importanti, ma bastano i due teoremi precedenti per dimostra' 
re quello che dovremo dire in appresso intorno alle proprietà delle 
curve coniche. 

CAPITOLO V. 

De quetili. 

111. Vedemmo ( n° 19 ) che ogni quistione di geometria può 
mettersi sotto la-forma di problema, e che in ogni problema vi de* 
vouo essere i dati ed i quesiti. I dati come già fu detto, sono le quan- 
tità cognite dall* enunciazione dui problema, o che si possono dedur- 
re per mezzo di operazioni conosciute ; c intorno ad essi ci siamo 
occupati abbastanza. Dobbiamo occuparci ora de' quesiti, ossia dello 
quantità incognite, che il problema propone a determinare. Or fra 
i dati ed i quesiti d’ un prolileina qualunque devono esistere delle 
relazioni, allincliè le condizioni imposte da quel problema siano sod- 
disfatie. Quindi dovremmo parlare di quelle relazioni , e di quelle 
condizioni; ma qui ci limiteremo a queste sole, rimettendo l'esame 
dello relazioni ad altro capitolo. 

112. È manifesto che in un problema la quantità incognita non si 
può determinare senza la conoscenza di alcune condizioni. Or può 
accadere che oltre le condizioni necessarie alla risoluzione di un 
problema, se ne aggiungano altre totalmente superflue, e che si 
devono espellere, se si voglia risolvere il problema. Può ancora 
accadere cne non si abbiano tutte le condizioni necessarie alla ri- 
soluzione dnl problema. Sicché, vi sono tre generi di problemi: al- 
cuni sono determinali 1 cioè (juelli che contengono tutte lo condizio- 
ni necessarie per la loro soluzione, altri sono indeterminati, e sono 
quelli, né quali non vi sono tutte le condizioni richieste per la loro 
soluzione, altri flnalmentc sono più che determinati, e sono quelli 
che contengono più condizioni che non si richiedono per la loro so- 
luzione. 

113. A line di distinguere a quale H questi tre generi appar- 
tiene un problema proposto, bisogna esaminare il numero de’dati, 
cd.il numero dc’quesiti. Se il numero de' dati è uguale al numero 
de'qucsiti, allora il problema sarà determinato; se i dati sono in nu- 
mero minore di quello de’ quesiti, il problema sarà indeterminato, 
e finalmente sarà più che determinate, quando il numero de’quesiti 
è minore di quello dc’dati. 

114. Per illustrare lo cose precedenti prenderemo ad esempio 
un problema, che è stato già risoluto nella geometria piana. 

1 là. l^ohlema. Detcrivvre un retlanyolo, che sia equivalente ad 
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un quadrato dato, « tale che la somma di due lati adiacenti sia 
eguale ad una retta data. 

Questo problema è determinato, perchè i dati sono due, cioè il 
quadrato e la retta data, e due sono i quesiti, cioè i due lati adia- 
centi del rettangolo richiesto. 

116. Ma se dallo stesso problema si tolga una condizione, per 
esempio, che la somma de’lati adiacenti del rettangolo dev’essere e- 
guale od una retta data, o si cerchi solamente il rettangolo, che 
sia equivalente ad un quadrato dato, allora il problema sari! inde- 
terminato, perchè il dato è uno, ma i oucsiti sono due; e però si 
possono formare infiniti rettangoli equivalenti al quadrato dato. 

117. Finalmente se allo stesso problema, oltre a quelle due con- 
dizioni, si aggiunga ancora una terza, per esempio, che i lati del 
rettangolo riciiiesto debbono stare fra loro in una ditta ragione; 
allora il problema sarà più che determinato, perchè in esso i dati 
sono tre, ma i quesiti sono due. 

118. I problemi determinati tono cosi chiamati, perchè danno una 
soluzione, o un numero determinato di soluzioni. Un gran numero 
di esempli di problemi determinati si possono cavare dalla semplice 
geometria piana.* così, il problema in cni si propone di tirare per 
un punto dato una retta parallela ad una retta data, è un problema 
determinato; perchè dà una sola soluzione. Similmente, è determi- 
nato il problema, in cui si propone di condurre da un punto dato 
una tangente ad un cerchio dato, perchè ad esso corrisjmndono due 
soluzioni. Tale è ancora il problema, in cui si cerca di descrivere 
un cerchio che tocchi tre rette, che si tagliano a due a due, perchè 
ad esso si può soddisfare in quattro modi diversi. 

Infatti, siano (fig. 20) le tre rette ZW, Eld, FR, che si tagliano 
a duo due. Per la geometria piana si sa descrivere un cerchio tan- 
gente ai tre lati AB, BC, AC. Or se si divida l’angolo MAC in 
due parti eguali, c l'angolo NCA pure in due parti eguali, è chiaro 
che le rette, clic dividono questi angoli, s’ incontreranno in un 
punto situato nello spazio MACN\ c che le perpendicolari abbassata 
da questo punto sulle rette AM, AC, CN, sono eguali fra loro., 
Quindi se fatto centro in questo medesimo punto, c con un raggio 
eguale ad una delle perpendicolari accennate si descrive un cerchio,, 
questo sarà tangente alle tre rette, M,4,AC, CN- Nello stesso modo 
si avrebbe il cerchio tangente alle tre rette EB, BC, CR, ed alle tre 
rette DB, BA. AF. In somma, la costruzione data nella geometria 
piana per iscrivere un cerchio nel triangolo ABC, dà i cerchi cho 
toccano ciascun lato di questo triangolo, ed i prolungamenti degli 
altri due. 

119. I problemi indeterminati sono così chiamati, perchè am- 
mettono un numero indeterminato di soluzioni. Cosi, se dimandasse 
di trovare sopra un piano, in cui sono dati due punti, un punto 
egualmente distante dai due punti dati, è chiaro che si avrebbe un 
numero infinito di punti, che soddisfcrchhero a queste condizioni 
del problema, c che tutti questi punti si troverebbero sopra la per- 
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f cndicolarc innalzata dal punto di mezzo della rètta che uniaee 
i due punti dati. Questa perpendicolare .sarà il luogo geometrico di 
tutti quei punti. 

120. Dunque i problemi indeterminati conducono ai Inoghi geo- 
metrici: ed affinchè possa ciò comprendersi chiaramente, convien ri- 
llctlcrc che non vi è problema geometrico, che non si possa ridur- 
re u determinare la posizione di qualche punto. Quindi, allorché il 
problema di sua natura e indeterminato, allora si deve dcteriiiinare 
un numero infinito di questi punti, e però il problema' ammei te un 
numero infinito di soluzioni, che si avranno con determhiare il luogo, 
in cui stanno quegl’ infiniti punti. Da queste considerazioni si può 
dedurre che: 

il lw:t/o geometrico è il silo di tutti quei punti, che soddisfanno a 
gufih he problema indeterminato. 

E poiché un sillatio sito può essere occupato da una linea, oda 
una superficie,' o da un solido, cosi gli antichi geometri distingue- 
vano tre generi di luogliit alcuni li chiamavano luoghi alla lutea, 
altri alla superficie, a' tri al solido. 

.4ltrove ( 11 ° 12 ) considerammo i luoghi geomelrici sotto un pun- 
to di vista diverso iii apparenza da quello, con cui più sopra gli ab- 
biamo considerati, perché dicemmo che 

quando un punto, o una linea si muove con legge delermittata, 
la linea, o la superficie, che ne risulta, dicesi luogo geometrico 
di quel punto, o di quella linea. 

■Ma nella sostanza l' idea è sempre la stessa : nel primo caso si 
aveva riguardo alla genesi didle forme, senza tener conto che a sif- 
fatta genesi si arriva per mezzo di un prol)lema indeterminato. In- 
fatti, parlando della genesi del cerchio dicemmo che la circonfe- 
renza era il luogo geometrico di tutt'i punti situali in un piano ed 
cijuidislauti da un punto fisso, che é il centro del cerchio. Partendo 
dall'idea de' problemi indeterminali si |)otrehbe dire che la circonfe- 
renza del cerchio è il luogo geometrico che soddisfa al seguente 
problema indeterminato: 

Trovare sopra un piano un punto, la cui distanza ad un punto 
dato sia data. 

l’arimcnte, partendo dalla genesi del cilindro dicemmo che la 
superficie cilintlrica era il luogo geometrico della retta che per- 
corre la circonferenza del cerchio con legge determinata , cioè 
quella di dover esser sempre parallela a se stèssa. Partendo ora 
daH'idea dc'prohlemi indeterminati si potrà dire che la su))crficic 
cilindrica è il Luogo geometrico, che soddisfa al seguente proble- 
ma indeterminato: 

Trotstre una retta, la cui distanza ad una retta data di silo, sia 
data. 

Infatti, è manifesto che se la retta richiesta deve trovarsi nello 
stesso piano con la retta data, allora il problema sarà determinato, 
e la retta che si corca sarà una doppia jiarallela alla rotta data. 
Ma Se non deve trovarsi nello stesso piano, il problema sarà lu- 
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Jpiermimlo, c si (roveri» In rolla, ohe si coro.! , sulla suporlloie- 

«li un cilindro, il cui iisse è la rolla dala, c«l il rag}!;io la ilislan/a 

fiala, come si potrà vedere facilinwilc facendo pass;ire lui piano 

per l'asse e pel raggio accennalo, dapjwicliè Finlersezione di qiiiv- , 

Ilo piano con la superficie cilindrica darà la reità, che si cerca. 

l'il. Ci resta ora a parlare de' fjrnó temi più ette determinati. 

Ved l'mmo (n® 112) che un probhnna dicesi più che irelcrinina- 
to, quando conlieiic un numero di condizioni maggiore di quello 
che si richiede per la sua risoluzione. Ciò posto, supponiamo, per 
fissare le idee, che in un dato problema vi sia una condizione 
su|)cri1na, allora possono darsi due casi, o questa condizione rien- 
Ira nelle condizioni necessarie alla risoluzione del problema, o ri- 
pugna a quelle condizioni. 

ISel primo caso, il problema proposto potrà risolversi, perchè m n 
si tiene alcun conto di quella condizione siipcrllua: nel secoiub» caso 
il psoblinna non ammetterà afcutia soluzione, e sarà iinpossibilé Si. 
siip|H>nga, }H»r esempio, che sojira una retta data si debba descri- 
vere un triangolo «equilatero, che abbia ciascuno dc’snoi angoli egua- 
le alla terza parte di due angoli retti. Questo problema può risol- 
versi, perchè descrivendo sopra la retta data un triangolo c«piila- 
tero si soddisfà anche alla condizione Bu|»crl]ua, che il problema 
conteneva. Ma se si fosse detto che sopra una retta dala si «loveva 
descrivere un triangolo «Njuilalero, tale che ciascuno de'siioi angoli 
fosse la metà di due retti, allora il problema sarebbe stalo im|H)ssi- 
bile, perchè una silfatia coudizione ripugna alle proprietà del trian- 
golo equilatero. 

122. Piirtuttavolta, non bisogna confondere f problemi impossi- 
bili con iproblenni più che determinati, l nprohlimia si dice ivipos- 
tjLile, quando contiene -condizioni, che non si possano accordare 
con la natura del soggetlo, o che queste condizioni siano tante di 
numero, quante sarebbero richieste, se il problema potesse risol- 
versi, o che siano in maggior numero. Cosi se fosse proposto di ri- 
solvCTe iiseguiHite problema. 

Etsendo dati due lati di un triangolo, ed un angolo retto opposto 
al minore di questi lati, descrivere il triangolo. Un siffatto proble- 
ma sarebbe impossibile, abbenchè nou contenga condizioni super- 
flue. Quando poi si dicesse: 

Descrivere un rettangolo, che sia equivalente ad un quadrato da- 
to, e tate ehe due lati adiacenti Jacetano una somma data, e stano 
VI un rapporto dato. 

Un tal probl«nna sarà piàche delemrinato, ma non si può dire 
impossibile, se non quando la terza condizione non rientra nelle 
due precedenti, che sono le comlizioni n«jc«!8sarie alla soluzione del 
problema. 

123. Dnnqite problema più che determinato, e nrobl«nna impos- 
sibile non sono sempre la stessa cosa; e però quando si propone un 
problema più clic determinalo, bisogna vedere se c possibile, o im- 
possdiilc, cioè bisogna vedere se le condizioni superflue si accor- 
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idano colle condizioni necessarie, oppure se sono in contraddicione 
con esse. Quindi nella risoluzione de’ problemi è di somma impor- 
tanza la discussione, che gli antichi chiamavano la delernùnazione: 
dappoiché essa serve a render generale la soluzione; ad estenderla 
a tutl’i casi possibili; ed a mostrare la possibilità, o la impossibilità 
del problema, secondo le diverse modificazioni, che l'enunciazione 
di esso può ricevere. Un esempio della discussione di un problema 
si può avere nella geometria piana , dove abbiam risoluto il proble- 
ma, in cui si tratta di descrivere un triangolo, allorché sono dati tre 
de’suoi elementi, fra i quali vi sia almeno un lato. 

CAPITOLO VI. 

f 

Risoluzione di alcuni problemi indeterminati. 

124. Abbiam veduto nel capitolo precedente che ogni problema 
indeterminato si risolve per mezzo de luoghi geometrici. Or siccome 
la dottrina di questi luuglii è di grande importanza in tutta la geo- 
metria, così abbiatno stimato di dare in questo capitolo alcuni esem- 
pi! di luoghi geometrici, che servono non solo come applicazione 
delle teoriche precedenti, ma anche come preparazione a quelle, 
che dovremo esporre in progresso. 

125. Problema. Essendo dati gli assi coordinati n! , edyy', tro- 
vare il luogo geometrico de’punti tali che il rapporto delle coordi- 
nate di ciascun jnir.to sia dato (fig. 21).. 

Siano M e M' due qualunque de’punti richiesti. Si conducano 
da questi punti le rette MP, e M'P parallele all’asse yy' delle or- 
dinate: le rette OP, MP ( n" 52 ) saranno le coordinate del punto 
M, e le rette OP, M'P quelle del punto M', e per le condizioni 
del problema si avrà 

MP: OP:: M'P: OP. 

Quindi i triangoli OPM , ed OPM' saranno sìmili; ed il luogo 
geometrico richiesto sarà la retta indefinita NN', che passa per l’o- 
rigine 0 delle coordinate. 

126. Abbiam detto che il luogo geometrico richiesto era la linea 
indefinita A' A', e non semplicemente ON , perchè per soddisfare 
alle condizioni del problema, bisogna considerare la linea OA in 
tutta la sua estensione ; e per conseguenza si deve prolungare 
indefinitamente. Or la parte indefinita OA' soddisfà ancor essa alle 
condizioni del problema, perche ad ogni ascissa positiva OP deve 
corrispondere un’ordinata positiva PM, ma ad ogni ascissa negativa 
OP" deve corrispondere un’ordinata negativa P'M", e però il punto 
M" deve trovarsi sul prolungamento di ON. Ed infatti, per le con- 
dizioni del problema devono esser simili i triangoli OPM) OP"M", 
ossia si deve avere la proporzione 

OP: PMy.OP" -.F'M". 
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(Quindi se OP' è nccntiva, anclie deve css<?r negali va, al- 
trimenti il rettangolo di OP in P'M" non^]>otrebl)'esser eguale al 
rettangolo di PM in OP', pcrcliè il primo sarebbe positivo, ed il 
secondo negativo. 

127. Inoltre merita di esser osservato che ad ogni ascissa corri- 
sponde sempre la sua ordinata, e che questa è sempre uuica, ]>er- 
chè per le condizioni del problema non vi sono lati di quadrati 
da considerarsi, i quali lati, come vedemmo (n“ 77), possono esser 
due per ogni quadralo, ed avere direzioni opposte; c di più pos 
sono essere quantità immaginarie, quando divenissero lati di un qua- 
drato negativo. Crescendo poi l'ascissa airinlinito, é chiaro che do- 
vrà crescere anche l' ordinata, ed annullandosi la prima, dovrà 
annullarsi ancora la seconda. Tutte queste cose si ritrovano nella 
retta NN', che passa per rorigine 0, c dall’ una e dall’altra parte 
di questo pnnio si allontana all’innnito dall’asse xif. 

128. Problema. Essendo dati filassi coordinati is!., e yj'. ed 
un punto Jisso siilf asse delle ascisse , trovare il luogo geometrico 
de' punti tali che il rapporto delle ordinate di questi punti alle 
distanze de’loro piedi al punto fisso, sia dato (fìg. 22). 

Siano Al e Al' due qualunque de’punti richiesti; le ordinate de'quali 
siano AlP e AI'P'. i’er le condizioni del problema si avrà 

AJP: PS:: AI'P: PS. 

Quindi i triangoli AIPS, e M'PS sono simili, ed il luogo geome- 
trico richiesto sarà la linea retta indefinita NN' . Infatti, conside- 
rando come positive le distanze PS, PS, situate a destra del punto 
fisso S, si dovranno considerare come negative le distanze, come 
P"S, poste a sinistra dello stesso punto. Dunque per le cose delle 
più sopra (n“ 126) alla distanza negativa PS deve corrispondere 
l’ordinata negativa P'A1"\ e però il punto Al'' deve trovarsi sul pro- 
lungamento di NS. 

129. Se il rapporto dato si considerasse come negativo, vale a 
dire se in vece di supporlo eguale a quello delle linee positive MP, 
PS (lig. 22). si supjHvnessc eguale a quello delle linee MP, PS (lìg. 
23), in cui l’ordinata è divenuta negativa, allora il luogo geometrico 
sarebbe pure una linea retta indefinita , ma questa si troverebbe 
situata come si vede nella fig. 23. Infatti, in tal coso perle condi- 
zioni del problema si avrebbe 

MP: PS:: M"P' : P'S-, 

e però essendo MP negativa, PS positiva, e P'S negativa, dev'es- 
sere A1"P' positiva , altrimenti il rettangolo di AlP in P'S umi 
potrebb esser eguale al rcttaiigolu di PS in Al" P . 

130. Dalle cose precedenti ajvparisce che se il pulito S si sup- 
ponga situato sull'asse delle ascisse negative, il luogo geumetrico ri- 
chiesto sarà sempre una linea retta indefinita NN', la quale sarà si- 
tuata come nella fig. 24, quando il rap|>orlo dato si considera come 
|H>silivo, ma sarà poi situata loinc nella lig. 25, quando' lo stesso 
rapporto si cousidurorà come aegalivo. 
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131. PrtAletna.. Trovare tV luogo geometrico di un punto tale 
che le rette tirate da questo punto a due punti dati facciano tra 
loro un angolo retto (iìg. 2). 

Sia M il punto richiesto, eh Àe B ì punti dati. Supposto risoluto 
il problema si tirino le rette MA, MB, AB. E poiché 1 angolo AMB 
der’esser retto, la somma degli angoli MAB, MBA sarà eguale al- 
l’angolo AMB\ e per conseguenza se ai faccia Tangolo OMA=MAO, 
sarà il rimanente angolo OMB=MBO-, ed il triangolo AOM sarà 
> isoscele, come pure il triangolo MOB, ondo risulterà OA=OM, 
ed OB=OM. Quindi il punto M si troverà sulla circonferenza del 
cerchio, che si descrive facendo centro il punto di mezzo 0 della 
retta AB, e raggio OA, o pure OB-, e però una siffatta «irconferen- 
*a sarà il luogo geometrico richiesto. 

1S2. Proòlema. Trovare il luogo geometrico de punti tedi che 
tirando da ciascuno di questi punti due tangenti ad un cerchio 
dato, queste tangenti facciano sempre tra loro un angolo dato 

Sia A uno de' punti' richiesti, da cui tirando al cerchio dato DCB 
le tangenti AB, queste facciano ^ra loro l'angolo B AC cgudXo 
ad un angolo dato. Congiungendo il punto A col centro £del cer- 
chio dato, l’angolo CAE sarà dato, perchè é la metà dell'angolo 
dato BAC-, e per conseguenza il triangolo rettangolo ACEs&rk dato 
di specie e di grandezza, perchè si conosce il lato CE, raggio del 
cerchio dato, e si conoscono gli angoli. Quindi l’ipoteuusa EA sarà 
data di grandezza, ed il luogo geometrico richiesto sarà la circon- 
ferenza del cerchio AFG concentrico al cerchio dato. 

138. Se si supponesse retto l’angolo dato è innnifesto che 
in tal caso l’ipolenusa sarebbe la diagonale del quadrato, che ha 
per lato il raggio CE del cerchio dato, e per conseguenza la cir- 
conferenza del cerchio descritto con un raggio eguale a quella dia- 
gonale sarà il luogo geometrico de* punti tali che le tangenti con- 
dotte da ciascun punto al cerchio sono sempre perpendicolari fra 
loro. 

134. Se invece dell’angolo BAC lasse data di grandezza la tan- 
gente AC, allora il triangolo ACE sarebbe dato di grandezza c di 
specie; e però sarebbe data di grandezza l’ipotenusa AE- Quindi la 
circonferenza descritta col raggio AE sarà il luogo geometrico 
de’punti tali che le tangenti condotte da questi punti al cerchio dato 
sarebbi-ro sempre della stessa grandezza. 

135. Pi'oblema. Trovare il luogo geometrico de' punti tali che 
il rapporto delle loro distanze a due punti dati sia dato (fig. 27). 

Supposto risoluto il problema, siano P, c (J \ punti dati, e M uno 
de’punti richiesti. Si congiungano i punti dati per mezzo della retta 
elle si prolunghi indefinitamente: si tirino le rette MP, MQ, e 
si divida in due parti eguali l’angolo PMQ per mezzo della retta 
MA. Si avrà MP-.MQ \ ; AP: AQ, e tirando la retta PE parallela 
uA AM, risulterà ME : MQ \\ AP •. AQ, e per conseguenza sarà 
ME^MP. Ciò premesso, si divida in due parli eguali l'angolo EMP, 
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siipploincnlo dell’angolo VMQ, per mezzo della retta MB^ ed a que- 
sta retta si tiri la parallela VF, si avrà BP : BQ I ; MF : MQ. Ma 
JUF=AIP, perchè per le parallele l’angolo EMB=MFP, c l'angolo 
BAIP=.HPF, dunque sarà BP .BQy.MP : MQ. 

Quindi le distanze dc’tre punti A, M, B ai due punti dati.P, c Q 
sono in un costante rapporto, dice quello di AP&A AQ. E facile 
poi il vedere che i Ire punti accennati si trovano allogati in una 
eirconferenza di cerchio; dappoiché l'angolo AMB è retto, essendo 
formalo dai due angoli PMA, PMB, de’iiuali il primo è uguale al- 
l'angolo QMA.,vA il secondo all’angolo ed i quattro angoli 

accennati sono presi insieme eguali a due retti. Dunque il luogo 
geometrico richiesto è una circonferenza di cerchio. 

Per descrivere questo cerchio si osservi che essendo 

BQ : BP : : QA : AP^ 

i quattro punti Q, A, P, B sono armonici: c però se si divida la retta 
data PQ nella ragion data, si avrà il punto A, il cui conjugato B 
farà conoscere il diametro AB Ad cerchio richiesto. 

136. Vedemmo più sopra (n° 125^ che quando l'ordinata è in ra- 
gion semplice diretta dell'ascissa, il luogo geometrico, che soddisfà 
ad una tale condizione, è una linea retta. Passeremo ora ad inda- 
gare quale dev’essere il luogo geometrico, allorché si suppone che 
l’ordinata sia in ragion duplicata diretta dell’ascissa. 

137. Problema. Estendo dati gli assi rettangolari xx', e yj', 

trovare il luogo geometrico de' punti tali che ì’ ordinala di cia- 
scun punto sia in ragion duplicata diretta deW ascissa 28). 

Siano M, M' due qualunque de’punti richiesti, dai quali si ab- 
bassino sull’ asse le perpendicolari MP, M'F, che saranno lo 
ordinate di delti punti, corrispfmdenli alle ascisse OP, OF. Per le 
(^udizioni del problema devono essere le detto ordinate in ragion 
jiiplicata diretta delle ascisse, ossia devono essere come i qua- 
drati delle ascisse; per conseguenza ad ogni ascissa positiva OPAo- 
y-rà corrispondere un’ordinata positiva, ed una sola. Parimente, ad 
ogni ascissa negativa OP" dovrà corrispondere un’ordinata anche 
positiva M"P\ ed una sola,- perchè il quadrato di OP" è positivo 
cOnie il quadralo di OP. Inoltre è manifesto che crescendo l’ascissa 
ji|l’iufìnito, dovrà crescere anche l’ordinala all’inlìnito; c per con- 
seguenza il luogo geometrico richiesto s.isà la linea curva SOT, di 
cu' un ramo OT si estende airinfinito verso 7’, e l’allro OS pure 
aH’infìniio verso S, allontanandosi sempre l’uno e l’allro ramo tanto 
dall’asse xx', quanto daH’nssc Oy. Viceversa, allorché l’ascissa di- 
minuisce, dovrà ancora diminuire l’ordinata, onde la curva dovrà 
passare per l’origine O delle coordinate. 

138. La curva, di cui è parola, è stata chiamata parabola : essa 
gode di molle proprietà importanti, che saranno esposte in.appresso. 
Qui basterà osservare che so le ascisse si computano siiH’ asse Oy , 
r ascissa OE corrisjtondcrà all’ ordinala M'P, e viceversa l’ ordinala 
ME corrisponderà all’ ascissa 01". Allora 1’ asse (^ prende il nomo 
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Si 

di aste della paraMa , cd il punto 0 si chiama vertice delf asse. 
Quindi si potrà dire che 

La parabola è una curva esistente in un piano, o più semplice- 
mente,è una curva piana tale che i quadrali dette ordinate aitaste 
stanno come le ascisse corrispondenti. 

139. Pur tuttavolta, per esser sicuri che !a parabola ha la forma 
espressa nella Cg. 28, bisogna dimostrare che il ramo OT , o pure 
OS , rivolge la sua convessità verso 1’ asse delle ascisse xx'. 

Or se si tiri la corda OM', dinotando M' un punto qualunque del- 
la curva, è manifesto che se tutt’ i punti dell’ arco sotteso da questa 
corda sono sopra o sotto della retta OM‘, rispetto all'asse delle ascis- 
se, la curva sarà sempre concava , o convessa verso questo medesi- 
mo asse. Dunque si deve calcolare, l’ordinata di un punto qualun- 
que N della corda accennata , e vedere se qualunque siano le coor- 
dinate del punto M', la detta ordinata è sempre minore, o maggiore 
della ordinata MP della curva corrispondente alla medesima ascissa 
OP\ il che è facile a farsi nel caso della parabola. Infatti, per le co- 
se dette più sopra si ha da una parte la proporzione 

MP.M'Py.OF-.OP'' 

ovvero 

MP OP^ 

M'P ~~ OP* 

e per i triangoli simili OPN, OPM' si ha da un’ altra parte 
NP OP 

M'P OP 

Ma la ragione di OP: OP è maggiore della sua duplicala, cioè di 

quella di ÒP: ÓP' (/), dunque se si dinoti la prima con .d: B, e la 
seconda con C: B, si avrà. 

MP _ C NP _ A 

M'P fT’ ~Mip B ■ 

E poiché C è minore di A, sarà ancora MP minore di NP\ e pe- 
rò la parabola è convessa verso 1’ asse xx' delle ascisse , ed ha 
la forma espressa nella fig. 28. Inoltre, è manifesto che se si pren- 
da r asse Ox per asse della parabola, allora questa curva sarebbe 
convessa verso 1’ asse yi/ delle ordinate. 

140. Problema. Essendo dati gli assi rettangolari , trovare il luo- 


(t) Si dimostra nelP Aritmetica che quando si moltiplicano fra loro duo 
frazioni, il prodotto, che ne risulta, è sempre minore di ciascuno de' due 
fattori. Quindi allorché si moltiplica una frazione per se stessa, il quadrato, 
die si ottiene, dev* esser minore delta sua radice, ossia della fraziono propo- 
sta. Nello stesso modo si dimostra che la terza potenza, o il cubo di uno fra- 
zione é minore della sua radice, ecc. 
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yo geometrieo de' punti tali che F ordinata di ciascun punto sia in 
ragion triplicata delF ascissa ( fig. 29 ). 

Siano .V, e jV' due qualunque de’ punti richiesti. Per le condi- 
zioni del problema, ad ogni ascissa positiva OP corrisponderà un 
ordinata positiva MP: ma ad ogni ascissa negativa OP" dovrà cor- 
rispondere un’ordinata negativa M"P'' , perchè il cubo di OP" é 
una quantità negativa. Infatti, si ha la proporzione 

MP% JW'P": ; OP’ : UP"’ ; 

e però essendo JTP"’ una quantità negativa , lo dev’essere ancora 
M"P“y altrimenti il prodotto de’ termini estremi non sarebbe egua- 
le a quello de’ medii. Quindi il luogo geometrico richiesto sarà la 
linea curva SOT, di cui un ramo OT si estende all’ infinito nell’ an- 
golo xOg, e r altro OH si estende pure all’ infinito nell’angolo op- 
posto al vertice. 

141* I->a curva precedente è conosciuta sotto il nome di prima pa- 
rabola cubica-, c si vede facilmente che se la retta yy' si prenda per 
asse della curva , i cubi delie ordinato a questo medesimo asse 
stanno come le ascisse corrispondenti. 

142. Essendo poi (»i) la ragione di OP: OP' maggiore della suar 
triplicata, ossia di quella di ÒP’ : OP", si dimostrerà come più so- 
pra (n“ 139) che il ramo OT rivolge la sua convessità verso 1’ asse 
delle ascisse, come pure il ramo OS, in guisa che la curva passan- 
do dall’ angolo yOx all’ angolo viTlicale xfO;/ cambia curvatura nel 
punto 0, e da convessa divien concava. In tal caso il punto 0 dicest 
punto di Jlesso. 

143. Problema. Essendo datigli assi rettangolari , trovare il 
luogo geometrico de' punti tali che i quadrati delle ordinate stanno 
come I cuòi delle ascisse corrispondenti (fig. 80). 

Per le condizioni del problema si avrà 

MP‘ :H'P’ : ; OP* : 

Quindi ad ogni ascissa positiva OP deve corrispondere un valore 
positivo del quadrato dell ordinata ; e per conseguenza si avranno 
due ordinale jtfP, JU"P, 1’ una positiva , e l’altra negativa. Ma ad 
ogni ascissa negativa OP" corrisponderà il valore di un quadrato ne- 
gativo, e però l’ordinata corrispondente all’ ascissa OP'sark imma- 
ginaria. Dunque il luogo geometrico richiesto è una curva compo- 
sta di due rami OT, OS, che si estendono all’ infinito, l’uno nell'an- 
golo yOx, r altro nell’ angolo adiacente xO^, e rivolgono ambiduo 
le loro convessità verso 1’ asse Ox, come si può dimostrare dietro a 
ciò che abbiam detto più sopra (n° 1 39). 

144. La curva, di cui è parola, è conosciuta sotto il nome di se- 
conda parabola cubica. E poiché nel punto 0 la curva interrompe 
il suo corso, e toma indietro, estendendosi nell’angolo adiacente a 


(m) Si vegga la nota al numero litg. 
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^cllo , in cui era, cosi si e dato al punto 0 il nome di punto di 
regreuo- 

145. Si potrebbe trovare facilmente un numero indefinito di altre 
parabole, le ordinate delle quali si elevano alle poteu'.e quarta, quin- 
ta, ecc. Di più si potrebbe dimostrare con la stessa facilità che tutte 
le curve paraboliche hanno una delle forme espresse nelle figure 28, 
29, c 3U, ma non possiamo qui occuparci di queste particolarità. 

14fi. Essendo dati gli assi coordinali xx', yj', rettangolari , o 
• obliqui, trovare il luogo geometrico dei punti tali che le ordinate 
siano in ragion reciproca delle ascisse corrispondenti (fig. 31). 

Per le condizioni del problema si ha la proporzione 

MP : iW'P' OP ■. OP. 

Quindi ad ogni ascissa positiva OP corrisponde un’ordinata posi- 
tiva, ed una sola, perche non vi sono Iati di quadrali da considerarsi. 
Parimente ad ogni ascissa negativa OP' dovrà corrispondere un’or- 
dinata negativa, ed una sola; e per conseguenza il luogo geometri- 
co richiesto sarà una curva composta di due rami Tt, Ss, il primo 
de’ quali si estenderà all infinito nell’ angolo lyOx , e 1' altro pure 
all’ infinito nell’angolo verticale x'Oy'. 

147. La curva precedente è stata chiamata iperbole-, essa gode di 
molte proprietà, che saranno esposte in appresso. Intanto merita di 
esser osservato che dovendo in questa curva essere le ordinate in ra- 
gion reciproca delle ascisse, i due rami della curva medesima non 
solo si estenderanno aH’inlìnitu,ma ancora si avvicineranno ai lati de- 
gli angoli verticali yOx, sdOg' per una quantità minore di qualunque 
assegnabile. Infatti, a misura che cresce l’ascissa diminuisce l’ordi- 
nata; e però questa può diicnire tanto piccola, quanto si voglia. Vi- 
ceversa, a misura che cresce I’ ordinata, diminuisce 1’ ascissa, e pe- 
rò questa può divenire tanto piccola, quanto si voglia. Quindi è sta- 
to dato alle rette xnd, yy' il nome di assinloti dell’iperbole, da una 
parola greca, che significa non coincidenti. 

, 148. Problema. Essendodata una retta, che passa per due punti 
fissi, trovare il luogo geometrico di un punto tale che il quadrato 
della perpendicolare abbassala da questo punto su quella retta , 
sta al rettangolo delle distanze del piede della perpendicolare ai 
^due punti fissi, in una data-ragione ( Cg. 32 e 33 ). 

Siano A 0 B\ due punti dati, ed Ali la retta, che passa per que- 
sti punti. 

Considereremo in primo luogo il caso, in cui il piede P della per- 
pendicolare (fig. 32) cade fra i punti A e li-, ed in secondo luogo 
.quello in cui il piede della perpendicolare Pi (Cg. 33) cade fuori di AB. 

I. Caso. 

149. Supponiamo che il rapporto dato sia di eguaglianza, vale a 
•dire (fig. 3‘i) clic il quadrato della perpendicolare PN sia eguale al 
rettangolo di AP in PB, allora è manifesto che WV sarà una media 
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^ropor/ionale fra /iP e /’Z^; e per ronscguenza il luogo geometrico' 
rii'hiesto sarà la circontereuza del cerchio ALBE, che- ha per dia- 
metro AB. 

Ma se il rapporto dato fosse di minore disuguaglianza , cioè se il 
quadrato della perpendicolare vW/' fosse minore drf ret^ngolo di AP 
io PB, allora è chiaro che il punte M non si potrà trovare nella cir- 
conferenza ALBE, ma si troverà nel perimetro di una curva chiusa 
ALBO, alla quale è stato dato il nome di elliste. 

Una tal curva si può facilmente costruire, perchè dalie-cose pre- 
cedenti apparisce che i quadrati delle ordinale JUP, CO, M'Py ecc. 
stanno come i rettangoli de'segmeuli corrispondenti di AB-, e poiché- 
nel cerchio i quadrati delle ordinale I^P, LO, A' P* ec. sono neJlo- 
stesso rapporto, ne segue che le ordinate dell’ellisse sono propor- 
zionali alle ordinate corrispondenti nel cerchio. Quindi so qjieste or- 
dinate si divìdono nel rapporto dato , si avranno quanti punti si vo- 
gliono dell ellisse, che si potranno riunire con uiuc luica conti-' 
nuata. 

Le rette perpendicolari AB , CD diconsi «mi d«U' elUtse. Irr par- 
ticolare ab s' appella [ asst nutggiore. o il pràno a^se doU’ ellisse, 
eCDi asse tninuve, o il secondo asse. Il punto 0 d^nierse/ionc dei 
due assi dicesi centro dell' ellisse-, c poi manifesto clm il cerchio si 
può considerare come un’ ellisse , i cui assi sono eguali Ira loro. 

L’ellisse gode di molte proprietà, che sarauuo esjtosle in ap- 
presso. 

IL. Caso.. 

150. Supponiamo ora che il piede della perpendicolare cada in P^ 

S . 33) fuori di AB-, c sujipoiiiamo in primo luogo che il rapporto 
0 sia di eguaglianza , cioè che il quadrato della |M-r|>endicolap>! 
accennata sia eguale al rettangolo di Af va PB. Or l*B e una quan- 
tità negativOr perchè rispetto al ponto fisso B trova avete una di- 
rezione opposta a quella di PB-, e per conseguenza il detto renando- 
lo sarà negativo, ed allora sarà pure negativo il qmidcalo della per- 
pendicolare, vale a dire questa perpendicolare sarà una quanlilà im- 
maginaria. Perocché, per l'ipotesi fatta una lai perjieiulicolarc dovrch- 
b’ essere una media proporzionale fra AP, e PB-, c questa mc<licT 
non può esser data dalla perpeudicolare PM' iuunlzala dal punto’ 
P sopra APy perchè PÀI' non incontra la circonferenza ALBE. 
Ciò prova che la costruzione , che dà la. media ppopnrzioiiale fr»- 
AP, e PB, non può dare la media proporzionale- fra AP e-PB, ma 
se si muti costruzione, ossia se si consideri PB non in opposizione 
con PB, allora il rittlaugolo di AP in PB si potrà l'onsiderare come 
pasilivo. E poielvè il quadralo della tangente PII é uguale al retlaii- 
golo accennato, cosi se si prenda J*'AJ'=:PB, il punto M' si troverà 
in una linea curva Tl, diversa dalla circonferenza del eereliio. Hi- 
fletteiido ora clic se il piede della ]>erpendicolare si consideri situalo 
in /“j il rettangolo di P'B ia P'A è positivo, perchè l'"B, P'A s luiv 
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ambedue negatire, avendo direzioni opposte a quelle di PB, e di 
PA ne segue che la tangente P'E darà la media proporzionale fra 
P'ii e P‘J\ e perciò se si prenda P'M"=P"E, il punto M" si tro- 
verà nella curva Ss. Or siccome la costruzione che da’ i punti M' e 
JU" è la stessa, così risulta manifesto che le due curve Ti, e S* non 
sono due curve diverse, ma due rami di una sola curva, la quale è 
stata chiamata iperùole equilatera per una ragione, che si conoscerà 
in appresso. 

I diametri LE del cerchio sono stati chiamati assi delTiper- 
1/ole equilatera. Il primo dicesi primo asse, o asse trasverso, perchè 
incontra i due rami opposti della curva; l'altro dicesi secondo asse, 
o asse non trasverso, perchè non incontra nè l’uno, nè l’altro ramo 
della curva. Finalmente, il punto d’incontro de’due assi è il centro 
della curva. 

Supponiamo ora che il rapporto dato sia di minore, o di maggiore 
disuguaglianza, cioè che il quadrato della perpendicolare sia minore, 
o maggiore del rettangolo di AP in PB, allora il luogo geometrico 
richiesto sarebbe pure della stessa natura del luogo precedente, cioè 
sarebbe nvìiperboìe, ma non equilatera, ovvero non avrebbe gli assi 
eguali; ma nel primo caso il secondo asse sarebbe minore di LE, nel 
secondo caso sarebbe maggiore. Dalle cose precedenti risulta che 
l’iperbole equilatcrà è rispetto aH’iperbole non equilatera come il cer- 
chio è rispetto all ellisse. E siccome si può descrivere l’ellisse per 
punti dividendo le ordinate del cerchio nel rapporto dato, cosi si 
potrà descrivere l’iperbole non equilatera per punti divìdendo le or- 
dinate dell’iperbole equilatera nel rapporto dato. Ciò basta per con- 
cepire la forma dell'iperbole; ma daremo in appresso altre costruzio- 
ni non solo di questa curva, ma anche deirellisse, e della parabola. 

151. Merita di esser osservato che l’iperbole espressa nella figura 
SI è della stessa natura deH’iperbole espressa nella fig. 33: sola- 
mente nel primo caso i punti della curva si riferiscono agli assintoti 
come assi coordinati « nel secondo caso si riferiscono agli assi delia 
curva. Ciò sarà dimostrato in appresso, allorché esporremo le pro- 
prietà deH’ìperbole. 

152. Dalle cose precedenti apparisce che 

Nell'ellisse, e nell iperbole, i quadrati delle ordinate al primo 
asse stanno come i rettangoli delle distanze dd piedi delle ordinate 
avertici dell'asse. 

^ Con questo principio si potrebbe facilmente dimostrare che (Gg. 33) 
quando l'iperbole si riferisce ai suoi assi, i rami BT, Bt, AS, dis de- 
vono esser concavi verso l’asse delle ascisse. Ma tralasciamo di farlo, 
perchè queste cose si vedranno chiaramente, quando avremo data la 
genesi dell iperbole per mezzo del cono. 

153. Proseguendo nel modo, che abbiam seguito in questo capi- 
tolo, si potrebbe trovare un gran numero dì curve: ma non possia- 
mo qui occuparci di una siffatta indagine , bastando pel nostro ob- 
bielto le cose precedentemente esposte intorno alla genesi delie cur- 
ve. Solaiucnlc faremo osservare che le linee in generale sono state 
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diviste in ordini, o gradi. La linea retta appartiene al primo ordine, 
perchè in essa l'ordinata è in ragion semplice deH'ascissa. Il cerchio, 
l'ellisse, la parabola, e I iperbole sono curve di secondo ordine, o 
di secondo grado, perchè in esse si considera la ragion duplicala, o' 
il quadrato dell'ordinata. Le due parabole cubiche e seltantatrè altre 
curve appartengono al terzo ordine: un numero assai più grande di 
curve appartiene al quarto ordine, al quinto, al sesto, ecc. Si vedrà 
in appresso che le curve di secondo grado sono identiche alle se- 
zioni coniche. Le proprietà di queste, che sono le curve le più im- 
portanti, saranno esposte in progresso con la pura geometria (n). 

CAPITOLO VII. 

Deltuto de luoghi geometrici nella ritohtzione de’problemì 
determinati. 

ISi. Nel Capitolo V. abbiam veduto che i geometri distinguono 
i problemi in tre generi, cioè in problemi determinati, indeterminati, 
e più che determinati. Ma a malgrado queste dilierenze, i problemi 
determinati meritano il nome di problemi propriamente detti, perchè 
sono i soli, che ammettono un numero certo e stabilito di soluzioni. 
E se i problemi indeterminati si considerano come problemi, ciò 
nasce principalmente perchè servono alla risoluzione de'problemi 
determinati, che costituiscono il principale obbietto della geometria. 
Quindi ci occuperemo in questo capitolo a far vedere come i luoghi 
geometrici si applicano alla risoluzione de’problemi determinati. 

11)5 Dicemmo (n° 120) che ogni problema si poteva ridurre a 
determinare la posizione di un punto, da cui tutta la soluzione di- 
pendeva. Se dunque nella discussione delle condizioni si scovrisse 
che il punto di riduzione richiesto deve trovarsi nel tempo Messo 
sopra due lunghi geometrici conosciuti, questo punto sarebbe deter- 
minato all istante dalla intersezione di questi due luoghi geometrici, 
cd il numero delle soluzioni dipenderebbe dal numero de' punti co- 
muni, che queste linee possono avere fra loro, secondo la loro na- 
tura, e la loro posizione. Cosi, se si domandasse di descrivere so- 
pra una retta data un triangolo equilatero , allora esaminando le 
condizioni del problema si vedrà subito che il vertice di questo tri- 
angolo dev’ esser tale che le distanze di esso punto agli estremi del- 
la base del triangolo risultino eguali fra loro, e ciascuna alla retta 
data. Quindi dovrà trovarsi sopra due circonferenze di cerchi , che 
si descrivono prendendo per loro centri rispettivi gli estremi della 
retta data, e questa medesima reità per raggio rispettivo. E poiché 
1 detto punto non si può trovare nel tempo stc so sopra le due cir- 


(n) Tutte le altre curve vendono comprese In una teorica generale; ma 
mesta ha bisogno dcU’ajuto delTonobsi algebrica, ed anche ddl' analisi in- 
fmitcìiniale. 
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conferenze, ne segue che dovrà trovarsi nella loro intersezione , e 
però un tal punto sarà totalmente determinato. 

156. Il problema precedente , benché semplicissimo , fa vedere 
chiaramente come i luoghi geometrici, servono alla risoluzione dei 
problemi determiuati ; nondimeno stimiamo dpver qui addurre altri 
esempi! 

156. Problema. Da un punto A situato Juortdi un cerchio CEF, 
condurre una tangente a questo cerchio (lìg. 34). 

Supposto il problema risoluto, sia AC la tangente richiesta, e si 
conducano le rette AB^ BC. Dovendo esser la tangente AC perpen- 
dicolare all' estremità Cdel raggio BC. sarà retto l' angolo ACB^ 
e per conseguenza il punto C, che risolve il problema, dovrà trovar- 
si neU'intersezione di due luoghi geometrici, l'uno de'quali é il cerchio 
dato ECF, e l’ altro è quello che ha per'diametro la retta AB, che 
congiunge il punto dato A col centro B del cerchio dato- 

157. Problema. Essendo dati due cerchi di sito, e di grandezza, 
trovare un punto tale che conducendo da questo punto delle coppie 
di tangenti ai cerchi dati, queste coppie di tangenti facciano tra lo- 
ro un medesimo angolo eguale ad un angolo auto. 

Partendo dal problema risoluto ( n° 132), si vedrà subito che il 
punto richiesto dovrà trovarsi nell' intersezione di due luoglii geo- 
metrici, che si possono facilmente determinare dietro ciò che è sta- 
to detto nel paragrafo accennato. Infatti , essendo dato 1' angolo 
che devono fare le coppie delle tangenti, si possono determinare i 

3 de' cerchi concentrici ai cerchi dati; e però l' incontro di quei 
i determinerà il punto cercato. 

158. Problema. Descrivere un triangolo, essendo dati un lato, 
rangola opposto a questo tato , ed il rt^porto de' due rimanenti 
lati. 

Esaminando le condizioni di questo problema si vede che il ver- 
tice del triangolo richiesto trovasi nel tempo stesso sull' arco del 
segmenlp di cerchio capace dell’ angolo dato, che vien descritto sul 
Iato dato, e sulla circonferenza, che è il luogo geometrico de' punti 
tali che il rapporto delle loro distanze a due punti dati sia eguale ad 
un rapporto dato. Or dalla geometria piana si conosce U modo di de- 
scrivere sopra una retta data un segmento di cerchio capace di un 
angolo dato: ed ahbiam già fatto conoscere ( u" 135 ) come si possa 
descrivere la circonferenza sopraccennata, dunque il problema pro- 
posto si può risolvere facilmente. 

‘ 159. Problema. Descrivere un triangolo, essendo dati un lato , 

r aia, e f angolo opposto a quel lato. 

Èssendo date per ipotesi V aja e la base del triangolo, sarà data 
per conseguenza 1' altezza di questo triangolo, perché basta trovare 
una terza proporzionale in ordine alla metà della base ed al Iato 
del quadrato equivalente all aja data. Ciò premesso, si vedrà fa- 
cilmente che il vertice del triangolo richiesto dovrà trovarsi ncl- 
’intersezione di due luoghi geometrici; de'quali il primo sarà la li- 
nea retta tirata parallelamente al lato dato, c distante da qucsln 
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di nna lunghezza eguale all’altezza sopraddetta, ed il secondo sarà 
r arco del segmento di cerchio capace dell’ angolo dato, che si de* 
scrive sul lato dato. 

160. Nè problemi precedenti i luoghi geometrici sono st^ti co- 
struiti senza riferirli ad assi coordinati , passeremo ora a risolvere 
alcuni problemi, dove la costruzione de’ luoghi geometrici si fa per 
mezzo degli assi accennati. 

161. Probtevm. Descrivere un rettangolo tale che due lati adia- 
centi siano fra loro in un rapporto dato^ e la loro somma sia eguale 
ad una retta data ( fig. 3S ). 

Questo problema determinato contiene due condizioni , le quali , 
se si considerano separatamente, fanno nascere due problemi inde- 
terminati: nel primo si cerca un rettangolo, i cui lati abbiano fra lo- 
ro un dato rapporto; nel secondo si cerca un rettangolo, in cui 
la somma di due lati adiacenti eguaglia una retta data. 

Or se si prendano gli assi coordinati Ox, Og, c si dinoti il rap- 
porto dato con w. b. il primo de’ due problemi accennati si risol' 
vera nel modo seguente. 

Si prenda sull' asse delle ascisse una parte OP=a, e dal punto 
P si tiri una retta parallela all' asse delle ordinate, sulle quale si 
prenda una parte PM=b, e finalmente si tiri la retta indefinita OE. 
K' manifesto per le cose dette ( n‘’l'25 ) che le coordinate di qualsi- 
voglia punto della retta OE risolvono il primo problema. 

Per risolvere il secondo si prenda sull' asse delle ascisse una par- 
te Oli eguale alla retta data. Supponendo che l’ascissa OP rap- 
presenti un lato del rettangolo ricniesto, 1’ altro Iato sarà PB per le 
condizioni del problema. Quindi se si tiri dal punto P ima retta 
parallela alt' asse delle ordinate , sulla quale si prenda una par- 
te PPÌz=PB, e si tiri la retta indefinita BN , le coordinate di qual- 
sivoglia punto di questa retta risolveranno il secondo problema. 

Ua ciò segue che le coordinate OG, FG del punto d’incontro 
delle due rette OE, Bl\ risolveranno il problema proposto. Infatti 
si ha da una parte 

OG: GF\\OP: PM, 

.ma OP=a, e PM=b, dunque le rette OG, GF tono nel rappor- 
to dato. 

Da un’altra parte si ha 

PB : PN\:BG : GF, 

ma PB=PN, dunque sarà ancora GF—GB ; e per conseguenza 
la somma delle due rette OG, GF eguaglia la retta data OB. Dun- 
que le rette OG, GF tono i lati del rettangolo richiesto. 

162. Alerita qui di esser osservato che considerando i lati del ret- 
tangolo richiesto , 1’ uno come ascissa, 1’ altro come ordinata , la 
costruzione de’ luoghi geometrici OE, BN, si riduce immediatamen- 
te alle cose dette (n°125, e 126). Infatti, per la prima condizione del 
problema dovendo esser costante il rapporto dell’ordinata all’ascissa, 
si vede subito che il luogo geometrico, che soddisfa a questa con- 
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diiione, è la retta OE, che passa per l’ origme delie coordinale. 
Inquanto alla seconda condizione , se dinoti con y l’ordinata, con 
X r ascissa, e con k la reità data, si avrà ovvero y=k — x. 

Quindi il rapporto dell’ ordinata PN alla distanza del suo piede P 
al punto fìsso B dev' esser di eguaglianza , e stando alle cose det- 
te (n"l2fì), il luogo geometrico dev'esser la retta BN, perchè ri- 
spetto al punto fìsso B la retta BP è negativa. 

163. Vedemmo (n°138 ) che nella parabola i quadrati delle or- 
dinate all’ asse stanno come le ascisse corrispondenti ; per conse- 
guenza il quadrato di un’ordinata qualunque sarà eguale ad un ret- 
tangolo, in cui uno de'lati adiacenti è l'ascissa, e l’altro una retta di 
lunghezza costante, che è stala chiamata parametro, ossia modulo, 
perchè questa ;«tta varia secondochè varia l’ ampiezza della curva 
ed è rispetto ella parabola quello che è il raggio rispetto al cerchio, 
il quale resta lo stesso in un medesimo cerchio, e varia al variare 
di questo. Vedremo a suo luogo come si può descrivere le para- 
bola , allorché è dato il suo parametro , come pure come si può 
descrivere l’iperbole, allochè sono dati gli assintoti. Queste con- 
siderazioni servono a far intendere le cose , che seguono. 

162. Problema. Deterivere un rettangolo equivalente ad un qua- 
drato dato, e tale che la somma di due lati adiacenti sia eguale ad 
una retta data (Gg.36). 

Questo problema è stato risoluto nella geometria pi.-\na per mez- 
zo della intersezione di una linea retta col cerchio. Ma se si volesse 
ricorrere agli assi coordinati, allora bisognerebbe costruire sepa- 
ratamente i luoghi geometrici, che risultano dalle due condizioni 
del problema. Or la seconda condizione dà per luogo geometrico la 
retta BN, come più sopra abbiam veduto (n°162); e la prima dà 
un’iperbole, che ha per assintoti gli assi coordinati, come è facile 
vedere dietro a ciò che si è detto {n° 146 ). Quindi 1’ intersezio- 
ne di questi due luoghi geometrici risolvereb^ il problema pro- 
posto. 

Purtuttavolta si deve preferire la soluzione fatta nella geome- 
tra piana, perchè il cerchio è una curva più facile a descriversi 
dell iperbole. 

163. Problema. Trovare jra due rette date due medie propor- 
zionali (Cg. 37). 

Si dinotano con a e d le due rette date , e con x , e ^ le due 
medie proporzionali richieste. Per le condizioni del problema si han- 
no le due proporzioni 

a‘.x'.\x:y, e x \ yWy b. 

Quindi il traadrato di x sarà e^ale al rettangolo di a in y, ed il 
quadrato ai y al rettangolo did in x. Se dunque si prendano gli 
assi rettangolari Ox, Oy, e col parametro a si descrive la parabola 
OS, che abbia per asse Oy, indi col parametro b si descriva la pa- 
rabola OT, che abbia per asse Ox, le coordinate OP, Pii del punto 
M d’ intersezione delle due curve saranno le due medie proporzio- 
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nali ricliMìSlc. Inratti. perla prima parabola sarà il miadrnto di Mh'. 
ovvero di X, eguale al rettangolo KO^ ossia di y, nel parametro «; e 
per la seconda parabola sarà il quadrato di MP, ossia di y, eguale 
al rPtUingolo di OP, ovvero di a:, nel parametro b. 

164. II problema della diiplicasione del cubo, famoso presso gli an- 
tichi geometri, dipende dalla soluzione del problema precedente. In- 
fatti, supponiamo che A' sia il lato del cubo tlato, e supponiamo inol- 
tre che X, a y siano due medie proporzionali fra A e 2A, le quattro 
grandezze A, x, y, 2 A, saranno continuamente proporzionali; e pe- 
rò la ragione della prima alla quarta sarà eguale alla ragione tripli- 
cala della prima alla seconda, ovvero sarà 

A : 2A: : A’ : x’; c per conseguenza 

il cubo, che ha xper lato, sarà doppio del cubo , il cui lato è A'. 

165. Il problema della trisezione dell’angolo , non meno famoso 
del precedente, si risolve pure per mezzo di due curve di -secondo 
grado , una delle quali può esser cerchio, ma 1’ altra dev’essere una 
parabola, o un* iperbole, o anche un’ellisse. Ordinariamente si ado- 
perano il cerchio e la parabola , perché fra le curve di secondo 
grado sono le più facili a descriversi. Il problema non potrebb’css<T 
mai risoluto per mezzo deU’intersczione della linea retta col cerchio 
o con quella di due cerchi. Ed a questo proposito stimiamo dover 
osservare che gli antichi geometri distinguevano Ire generi di pro- 
blemi geometrici. Chiamavano piani quc'problemi , che si jHiievano 
risolvere per mezzo dell' intersezione della linea retta col cerchio, o 
che vale lo stesso, di due corchi; perchè queste linee di loro natura 
vengono generate in una superfìcie piana. Davano poi il nome di 
problemi solidi a quelli , che non si potevano risolvere senza ado- 
perare nella costruzione la parabola, o I’ ellisse, o I' iprTbole , elio 
consideravano come appartenenti alla geometria solida, perché, co- 
me vedremo in appresso , le ottenevano con tagliare il cono con 
piani diversamente inclinati. Finalmente, chiamavano problemi li- 
neari quelli, che non si potevano risolvere senza adoperare linee di 
un’ ordine superiore alle precedenti, come per esempio, la parabola 
cubica. Quindi distinguevano i luoghi geometrici in piani, in soli- 
di, ed in lineari. Le denominazioni di problemi piani , c solidi , di 
luoghi piani, e solidi, vengono talvolta adoperate ancora dai geo- 
metri moderni; ma quelle di problemi lineari , e di luoghi lineari 
sono state totalmente proscritte. I geometri accennati in vece di 
problemi piani dicono problemi di primo , o di secondo grado , se- 
condochè la grandezza incognita si trova alla prima, o alla seconda 
potenza. Cosili problema risoluto (n° 69) è di primo grado, perchè 
la linea incognita non è considerata come lato di un quadrato, elio 
è la seconda potenza , ma semplicemente come eguale alla quarta 
proporzionale in ordine a tre rette date. Al contrario , il problema 
risoluto ( n® 9 1 ) Q di secondo grado, perchè in esso l'incognita è 
ima media proporzionale fra due rette date . e per conseguenza si 
considera come lato di un quadrato. Il problema della duplicazione 
del cubo, o della trisezione dell’ angolo , è di terzo grado , perchè 
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f incognita si censklcra come lato di un cubo, ebe è la terza poten- 
za. Si può oraiCoMpreudei-e cosa siguilìca un problema di quarto gra* 
<lo, di quinto» di sesto, ecc. (o). 

CAPITOLO Vili. 

Dell' jénaliti geometrica. 

166. Per risolvere una quistione di geometria bisogna passare dai 
dati ai quesiti. Or in quante ai dati, ed ai quesiti ne abbiamo par- 
lato abbastanza né capitoli precedenti , resta dunque a vedere se 
vi sia un metodo , che conduca a far il passaggio dai dati ai que- 
siti. 

167. I metodi considerali in generale non sono che modi d’ ap- 
plicazione dell’ intelligenza umana alla ricerca delta verilÀ. Or il 
modo, che tiene la nòstra mente, quando si applica v risolvere unsi 
quistione di geometrìa, è stato chiamalo jinaligi , parola greca , 
che significa riioluzione. Di questa ci proponiamo parlare nel pre- 
sente capitolo. 

168. L' Analisi è un metodo , per mezzo del qnsde supponendo 
quello che si cerca come fosse già trovato , si arriva con una serie 
di conseguenze nece>sarìe o ad una operazione conosciuta, o ad db 
pjincipio già stabilito. 

169. L* Analisi può esser applicata tanto alla ricerca di nna veri- 
tà, che costituisce iin teorema, quanto alla scoverta della costruzio- 
ne propria a risolvere, un problema. 

170. La Sintesi, o eom/wsizione , è un metodo invenw> di quello 
di cui ù parola; o per meglio dire,è una parte del metodo, che sì de- 


(ò) La distinzione de'problcm! in piani, solidi, e lineari, basta essa sola a 
far vodrri’ quanto fosse liuiitala la geometrìa presso gli anUchi geometri gre- 
ci. Infatti, stando ad una siffatta distinzione , per dirsi solido un problema, 
non bastala clic si potesse costruire per mezzo delle sezioni coniche.nia era 
uece.-sario dimostrare che non si poteva in alcun modo costruire per m- zzo 
«Iella linea retta c del cercliio. Cosi, per dirsi solido ì( problema della dopli- 
euzionc del rubo, o della trisezione dell’angolo, bisognava «Uraoslrore l’ im- 
piissiiiilità di risolvere qu<^sti problemi per nx-zzo drU’ìntersezioaedelm'rebi* 
con la linea i c-tta. Or gli anticlù geometri non potevano dare nna siffaifu di- 
mosti azione, pcrehi^ nou conoscevano che ogni problema ammetUi laute so- 
luzioni quante unità sono nel suo grado: c per conseguenza non potevano di- 
mostrare chi- essendo ì problemi accennati dì ferzo grado, non si possono ri- 
solvere per mezzo della lìnea retta e del cerchio, che servono a risolvere i 
problemi di secondo grado. Quindi, se si dovesse stare alF sntimi: géoilletrìa , 
non sì avrebbe il dritto di censurare queHi, che si ostinaivo * voiet rtooivero 
con la riga ed il compasso i problemi della duptieazione del cubo , « della tri- 
sezione dcir angolo. In quanto poi ai problemi lineari, non solo ai trovano in 
c::si zrl’iiieonveiiieoti , dc’qualiéparola, mane hanno un altro gravitsiuio , 
peribé gli aiilichì non mettevano fra essi alcuna distinzione, considerandoli^ 
tiilt ili UH medesimo grado Con tutte queste magagne Aon man' ano mai talu- 
ni, iti Ioduro la geometria degli antichi a spese dì quella de’niodcrni I ! 
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Te tenere nella risoluziune delle (juislioni di geometria, come vedre- 
mo in progresso. 

171. Quando I' analisi è fatta eoa la sola geometria , allora dinesi 
Jnaliti geometrica. Ma quando poi vien fatta con l'ajuto de'siiitl>oii 
algebrici, allora prende il nome di ^mìisi algebrica, li poiché l’alge- 
bra nella risoluzione de problemi proeede sempre per via d'anali- 
si, cos'i sotto questo nome s’ inleiwlc coimmemeote l’algebra, in gui- 
sa che i vocaboli analisi, ed algeùru^i tengono come sinonimi. Non- 
dimeno , parlando a rigore, ciò non é vero, perchè ranalisi è il 
metodo generale, che la iw'nte umana segue nella risoluzione dei 
problemi, adoperando come islruinenti sia le linee, che sono isini- 
noli rappresentativi didla geometria , sia le lettere dell’ alfalieto, che 
sono i simboli algebrici. Qui intendiamo parlare della sola analisi, 
geometrica. 

172. l’cr acquistare una idea chiara delFanalisi e della sin'csi,liv 
via migliore , e la più spedita, è quella di ricorrere agli e^cm|'!, 
Nella geometria piana ( 11“ e V edizione n** 3S3)i abbiamo adojicra- 
la l'analisi geometrica nella risoluzione di diversi problemi delerini- 
nati' e nè capitoli preceiieiiti a questo ahbiaiii poi applicata la stes- 
sa analisi non solo alla risoluzione di problemi determinati nr.i an- 
che a quella di problemi ÌBdeterininali. Quindi meditando su tutte 
quelle soluzioni si avrebbe un numero di esempii suiliciente a fai' 
acquistare una àlea chiara dcH'analisi e della sintesi, net modo, con 
cui sono state più sopra defìnite. Ma trattandosi di un argomento as- 
sai impoi tante in lulta la geometria stiiniamo non solo di dover qui 
riportare qualche altro esempio, ma anche di fare alcune osserva/ io. 
ni, affinchè si possa vedere chiaramente randamento , che teiigoiMs 
r analisi c la sintesi nella risoluziune delle quistioni geomelriclrc- 

\Ti. Problema. Iscrivere in un cerchia dato ABli un decagono' 
regolare (fig. 38). 

yhutlisi. Supposto risoluto il problema, aia AB il l^lo del decago- 
no richiesto.- sarà l'arco AB la decima parte della circonfmni'/a ; e- 
per conseguenza tirando i raggi AO, e BO, sarà rangole AOB la 
decima parte di quattro angoli retti, o i quattro decimi di un riHtu 

0 in line i due quinti di un retto. Ma i tre angoli del triaiigolii ABO- 
tono eguali a duo retti, dunque se dalla somma de’ Ire angoli iic- 
eeunati si tolga l'angolo AOB, la somma dei due riiiiancnli OAli 
ed OBA sarà egualead otto quinti di un retto. Or questi duean- 
goli sono eguali tra loro , perchè stanno alla base del triangolo 
isoscele OBA, dunque ciascuno degli angoli OAB, OBA è uguale 
a quattro quinti di un retto; c per conseguenza il triangolo iei'sco- 
Ic ABO è tale che ciascuno degli angoli alla base è- doppio del- 

1 angolo al vertice. Sicché partendo dairipotesi falla come se fosse 
vera, e procedendo di coiisi^uenza in conseguenza . il problema 
proposto si trova ridotto ad un altro proMetna, cùh‘ quello di descri- 
vere un triangolo isoscele tale die ciascuno degli angoli alla base sia 
doppio dell’ angolo al vertiets; e però resta a risolvere questo nuovo 
problema. Si supponga dunipic coinè già risoluto, e si tiri di i pun- 
to B la retta BH in modo che l’angolo MBOiia eguale aU’aiigolo O. 
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Con quella cottruaone preparatoria, risulterà il triangolo isosnele 
MBQ-, e però sarà MB=MO. E poiché l’angolo esterno AMB è ugua- 
le alla somma dei due interni ed opposti MOB, ed OBIU, perciò sarà 
eguale al doppio dell'angolo 0. Ma dall ipolcsi fatta come se fosse 
Arerà, anche l’angolo OAB è doppio dell’angolo O , dunque sarà 
l’angolo BMA^MÀB, e per conseguensa risulterà il lato IUB=UA, 
ossia sarà anche isoscele il ItiangoloABM. Ma l'angolo OBA=OAB, 
dunque sono equiangoli i due triangoli isosceli OAB, A MB, è per- 
ciò simili. Or i triangoli simili hanno i lati omologhi proporzionali, 
dunque si avrà la proporzione 

AO-.AB.’.AB: AM. 

Ma AB=.MBr=MO, dunque 

AO-.MOWMO.AM. 

Quindi il problema , cui eravamo arrivati, si riduce ad un altro 
problema, cioè a quello di dividere la retta data AO in due parti, in 
modo che la maggiore sia media proporzionale fra 1 intera retta e la 
parte minore, cioè a dire si riduce a dividere la retta AO in estrema 
e media ragione. E poiché questa operazione si sa fare, perciò il la- 
voro dell'analisi finisce; ed il problema proposto a principiosi con- 
sidera come già risoluto. Ma se non si sapesse dividere una retta in 
estrema e media ragione, allora si dovrebbe continuare l'analisi, finché 
non si sia arrivato ad un problema, che si sappia risolvere. E mani- 
festo che camminando in tal modo si arriverebbe alla fine ad uno 
di quei problemi, che sono il fondamento della geometria piana , e 
che abbiamo risoluti nel capitolo terzo ^i questa, vale a dire ai 
problemi , ne’ quali si tratta di condurre una perpendicolare, una 
parallela, di dividere una retta, o un angolo in due parti eguali, ecc. 

174. Sintesi. Finito il lavoro dell’ analisi, comincia quello della 
sintesi. Questa procede con ordine inverso a quello dell’analisi, per- 
chè parte dall’ ultimo risultaineiito , cui è pervenuta l'analisi accen- 
nata, e risale a passo a passo lino all'ipotesi. Quindi la sintesi , o 
composizione del problema, deve contenere la costruzione finedm 
di questo, e la (/imosiraziotie di questa stessa costruzione. Affinchè 
si possa veder ciò chiaramente , daremo qui la sintesi del proble- 
ma precedente , ahbenchè questa si ritrovi nella geometria piana. 

Costruzione. Si divida il raggio AO in estrema e media ragione 
nel punto M\ si adatti al cerchio dato ABC la corda AB eguale al 
segmento maggiore OM ; sarà AB il lato del decagono regolare 
iscritto. 

DimostrazÀone . Si tirino le rette BM, e BO. Per la costruzione 
si ha 

AO: AB.: AB lAM, 

dunque ■ due triangoli AOB, AMB sono simili, perchè hanno i'aa- 
gulo A di comune, e sono proporzionali i lati, che stamio intorno a 
questo angolo. Ma il triangolo AOB è isoscele, dunque lo sarà anco- 
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ra il triaiignio ÀMIf-, e però sarà il latri ÀR=B}I.Or per costruzione 
era AB=OM, dunqiic il triangolo OltlU q pure isoscele; e jier con- 
seguenza r angolo jéHB , esterno a questo triangolo , sarà doppio 
deir angolo tt Ma l’angolo JMB = HÀB , dunque sarà 1’ angolo 
MAB, ovvero ABO doppio dell'angolo 0\ ed i tre angoli del trian- 
golo OAB presi insieme saranno eguali a cinque volte l'angolo O. 
Ijuindi un tal angolo sarà la quinta parte di due angoli retti , o la 
decima di quattro retti; e per conseguenza l'arco AB sarà la decima 
parte della circonrerenza, c la corda AB sarà il lato del decagono re- 
golare iscritto. / 

173. Gli esempi citati più sopra, c la soluzione del problema pre- 
cedente bastano a far conoscere l’ importanza dell analisi, senza la 
quale non si potrebbe mai arrivare alla risoluzione de’problemi. E 
sebbene negli elementi di geometria, ed in generale ncH’esposizione 
delle verità già trovate , si preferisca la sintesi, inellondo da parte 
t>nal isi, da cui si è partito , nondimeno è facile il vedere che ciò si 
fa a line d’imprimere fortemente le verità nella mente degli studiosi, 
ed indicare s4iprattiilto con precisione il proccdimenlo da tenersi per 
soddisfare alle condizioni del problema. Quindi, se il metodo sinteti- 
co si consideri come metodo d’insegnamento, esso è da preferirsi si- 
curamente; ma non ha alcuna utilità, quando si tratta d’ investigare 
le soluzioni delle qiiistioni : allora si deve ricorrere all'aniilisi. 

176. Uel resto dalla soluzione del problema precedente apparisce 
che la sintesi fa parte del metodo, che si deve tenere per risolvere le 
qui^tioni di geometria; e però il metodo istesso considerato nella sua 
total ilà si compone di quattro parti distinte. 

1“ ipotesi e costruzioni prepartilorte, 

2“ Ksavte delle relazioni fra i dati, ed i quesiti del problema. 

3“ Soluzione e costruzione finale. 

4“ Dimoslrozione della costruzione finale. 

A queste quattro parti bisogna aggiungere una ([iiinla, cioè la di~ 
scìissiouc, della quale abbiam già parlalo (ii° 123). 

177. La necessità delle quattro parti accennate si può vedere fa- 
cilmente. Infatti, riflettendo con attenzione alla soluzione del proble- 
ma precedente, si vede che le costruzioni preparatorie sono la con- 
seguenza dell'ipotesi fatta. Cos'i essendosi supposto che AB era il la- 
to del decagono richiesto , è risultalo per conseguenza che 1’ arco 
AB era la decima parte della circonferenza. K poiché l’arco AB mi- 
sura l’angolo al centro AOB, cosi n'é nata una costruziune prepara- 
toria con tirare i raggi AO, BO. Questa prima costruzione preparato- 
ria ha permesso di poter esaminare le relazioni fra i dati ed i que- 
siti; e fa seconda costruziniic preparatoria ha poi permesso di spin- 
gere l’esame di dette relazioni fino a scoprire la costruzione finale, 
e quindi la dimostrazione di questa costni ione. Or siccome la co- 
struzione appartiene alla sintesi, o che sia linaio, o che sia prepara- 
toria, cosi rilluttcndo piu profondami nte intorno al inclodo, che de- 
ve tenersi per risolvere lo qiiistiuni geometriche, si vedrà che le quat- 
tro parti sopraccennate si possono ridurre alle tre seguenti. 
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178. Sinfe$i primaria, o indefinita. E questa la prima parte del 
meledo, ed abbraccia le ipotesi, e le costruzioni preparatorie. Infatti, 
per concepire come le condizioni date del problema proposto deter* 
minano la quantità , che si cerca , bisogna esaminare tutte queste 
condizioni separatamente, poi nel loro insieme: e siccome esse non 
esistono insieme, se non quando la costruzione richiesta è effettuata, 
cosi si comincia dal supporre il problema risoluto, e come conseguen- 
sa immediata di questa supposizioue risulta la costruzione prepara* 
loria. 

179. AnalUi. Questa è la seconda parte del metodo; ed il suo og* 
getto è quello d’iiidagare per mezzo della costruzione preimratoria le 
relazioni fra i dati ed i quesiti. Con questa indagine Tanalisi fa vede- 
re a che si riduce la soluzione del problema proposto , ed apre la 
strada alla costruzione finale, ed alla dimostrazione. 

HO . Sinteti secondaria , o definita- E questa la ter>a parte del 
metodo, e consiste nel dare la costruzione Gnalc. e la dimoslrazio^# 
di questa costruzione. Il carattere che distingue la sintesi secondai'ia 
dalla primaria, consiste nella chiarezza. 

181. Ecco quanto si può dire in generale intorno alla natura del 
metodo, che deve tenersi, quando si vogliono risolvere i problemi 
di geoioelria in un modo puramente geometrico. Ma dalla esposizione 
istessa, che ne abbiam fatta, si deduce ch’esso non può dare regole- 
fisse e generali; e però il suo cammino è nel tempo istesso incerm e 
vacillante. Infatti, non può esistere alcuna regola generale per im- 
maginare le coitmzioni preparatorie, che sono, cerne vedemmo più 
sopra, il fondamento, su cui poggia tutto il lavoro dell’analisi. Inol- 
tre quando si vuol indagare come le diverse parti di quelle costruzio- 
ni dipendono le une dalle altre, e si riducono ad un piccol numero 
di esse, ciò non si può fare se non quando la natura della quistione 
sarà determinata; e per conseguenza non si possono dare regole ge- 
nerali intorno al modo di esaminare le relazioni, che uniscono i dati 
ed i quesiti di un problema, o in altri termini, non esiste alcuna rego- 
la generale per fare l’analisi di un problema. E vero che si potreb- 
bero evitare le costruzioni preparatorie per mezzo de’ luoghi geome- 
trici, dividendo il problema in due problemi indeterminati; ma questa 
divisióne non è facile a praticarsi con l’analisi geometrica, e però gli 
antichi geometri greqi ricorrevano di rado a questo mezzo di solu- 
zione (p) . 


(p). Il metodo delie coordiBate poggia tì) questo mode di risolvere i proble- 
mi ; e però non ha bisogno delle costruzioni - preparatorio. Quindi in questo 
mi'Ludo tutto si r duce a procedimenti uniformi di calcolo, ed a principii geiic- 
rslì e conosciuti; e per consegurnza il geometra , che adopcia un siUatto me- 
todo , non deve fare altro che svolgere le conseguenze, che risultano da quei 
principii, in un modo p ù o meno elegante, più o meno rapido. All’ opposto 
nell’ analisi geometrica, ossia nel metodo puramente geometrico, non essen- 
dovi principii generali, la soluzione de’problemi non si può mai ridurre a pro- 
cedimenti uniformi; e qutlip ch’é peggio , può avvenite che mauehioo totalr* 
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182. Dalle còse precedenti risulta che la ria pìA sicura per arrira- 
re alla conoscenza del metodo analitico è quella di esercitarsi a ri* 


mente i principii, dai quali dipende in un modo diretto ed immediato la solu- 
zione di un dato problema, come avvenne nel famoso problema del cerchio e 
de' tre punti, di cui si è parlato nella nota (f), ed in quello del Malfatti. Quin- 
di per riempiere silfatte lacune si deve ricorrere ai lemmi; il che rende Tan- 
cldoiento del metodo peomefrico pesante ed intralciato.TalvoIta ancora, dopo 
inutili tentativi, si i obbligato di riprendere le cose ùn poco più in alto per a- 
prirsi una strada che sia più facile. In tal modo Steiner, geometra tedesco, 
è giunto a nsoltere problemi assai difficili con considerarli come casi parti- 
colari ili problemi assai pià generali. Vero è che questo geometra non ado- 
pera l'analisi geometrica dogli antichi, ma fa uso di nozioni, che in questa 
non si ritrovano. 

Gli antichi geometri greci davano grande importanza all’analisi geome- 
trica, che studiavano immediatamente dopo gli elementi in alcuni libri scrìt- 
ti da Aristco, Euclide, Apollonio, ed Eratostene. Alla riunione di queqti libri 
si dava nelle scuole greche il nome di luogo ritolulo, perché, come dice 
Pappo, servivano a far acquistare la i'acolté di risolvere i problem . Si po- 
trebbe credere a prima vista che questi libri non fossero che raccolte di pro- 
bleniì risoluti coll'analisi geometrica, ma la cosa era ben diversa. I greci ve- 
dendo che l'aDalisi non aveva regole fisse e generali, stimarono di dividere 
in classi le quistioni geometriche, e di applicare a queste il metodo analìti- 
co. Ciò apparisce, allorché si esaminano i libri accennati, secondo l'enume- 
razione, e la disposizione, che si ritrovano in Pappo. Infatti, il primo libro 
era quidlo Ae'Jali di Euclide, che spettava al metodo analitico in generale, 
perché i daU sono i materiali dell'analisi. Dopo venivano ì libri di Apollonia 
intitolati della ttzdone della ragione, della sezione dello spazio, e della se- 
zione determinata, che riguardavano la divisione della linea retta, principal 
fundameoto dell’ analisi geometrica. Era questa la prima classe di proble- 
iiii, cui si applicava l’anaijsi accennata. Altre Ire clas-i di problemi si con- 
ti nevaiio nelibri delle tazioui, delie inclinazioni, e Ae’luoghi piani àeVa 
stesso Apol'onio. Seguivano i tre libri de'porismi dì Euclide, i quali consi- 
stevano in una raccolta di proposizioni, nelle quali si dimostravano alcune 
proprieté generalissime intorno alla disposizione de’punti e delle linee, indi- 
pendentemente dagli angoli, e però erano proprie a risolvere le quistioni di 
sito. Lo studili degli otto trattati sopraecennati non suppone che la sola co- 
noscenza degli elementi , cioè delle sole forme, che dipendono dalla linea 
retta, c dal cerchio. Immediatamente dopo questi trattati mette Pappo quello 
di Apollonio intiimo olle sezioni coniche, dove si dà la genesi , e le pro| rie- 
tà di nuove forme, che non si trovano negli elementi. In seguilo vengono i 
luoghi solidi di Aristeo, e qui finisce lo studio delle nuove forme accennate 
onde si vede che lo siudio delle sezioni coniche ti riduceva quasi tutto alla 
prima delle tre grandi classi nelle quali abbiam diviso le quistioni geome- 
triche ( n° 3 ). Ma c.ò non deve sorprendere, perché come riflette Ualley, 
gli antichi ci hanno late ato bi'O poche cose intorno ai problemi solidi, ri- 
spetto ai quali non ebbero alcuna idea generale. Finalmente, Pappo finisce 
l'enumerazione de’ libri spettanti al luogo risoluto con i luoghi alia superji- 
cie di Euclide, e con le medirtà di Eratostene, che appartenevano ai luoghi 
geometrici, ma forse erano di un prdine snperìore alle sezioai coniche, ossia 
riguardavano nuove forme diverse da queste. Comunque sia, risulta dall’e- 
s^osizioue precedente che nelle scuole greche sì faceva uno studio ordinato 
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solverc un gr^n numero di prohlemi. A tal uopo possono serrire le 
raccolte di problemi, che sono state fatte da diversi autori ; c soprat- 
tutto le Collezioni Matematiche di l*appo Alessandrino, geometra 
greco, che viveva nel 4° secolo dell’ era volgare, non che il trattato 
di analisi geometrica di Lesile, celebre geometra Scozzese. 


delle quistioni geometriche, cli’erano divise in classi corrispondenti a quelle 
esposte ( n° 3 ), abbenchè non fossero cosi generali. 

Questa maniera di cousiderore i libri, che l'ormavann H luogo risoluto, fa 
svanire tulio il mistero con cui alcuni parlano di questi libri, come se si trat- 
tasse de’Ubri Sibillini ; e non cessano mai di deplorare la perdita di alcuni 
di essi, abbenchè siano stati riprodotti da illustri geometri moderni. 


— <o>— 
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183. 1 principi generali di geometria fin qui esposti ci hanno fai. 
lo conoscere nuove forme, diverse da quelle considerate nella geo- 
metria piana, e solida. Dicemmo (n° 153) che fra queste forme le 
più importanti erano le linee di secondo ordine, o curve dì secondo 
grado , che descrivemmo ner punti, ricavando la loro genesi dalla 
semplice considerazione delle quantità positive e negative. Resta ora 
a parlare delle proprietà di queste curve , ma prima di applicarci a 
silfatia indagine, daremo un altra genesi alle curve accennate, e le 
considereremo coinè prodotte dal segare un cono con piani diversa- 
mente inclinati. Si vedrà poi che le tezioni conici , o curre coni- 
che , che si avranno in tal modo, sono identiche alle curve di se- 
condo grado (^). 

' CAPITOLO I. 

Delle teiiont rethltnee, e etrcoletri del cotio^ 

184. Parlando del cono retto nella geometria solida , vedemmo 
che II piano condotto per l’asse del cono produce un triangolo dop- 


{ 9 } Le ^prieti delle curve di secondo grado si possono dimostrare an- 
che partendo d^la genesi per punti, che abbiam data (n° 1S8) ; ma seaneo- 
do ud tal caumino le dimostrazioni riescono lunghe e complicate. Oltre a 
CIÒ, quando si vogliono indagare le proprietà accennate con la pura geome- 
ma, la genesi delle curve di secondo grado riesce la più naturale , e la più 
^ooda,allarchè vim fatta tagliando il cono con piani diversamente inclinati. 
Si potrebbe anche dire che è la più semplice, e la più geometrica, quando si 
volesse considerare la gramétria sotto al punto di vista, con cui la considera- 
vano gli antichi geometri , abbenclié questa maniera di vedere non sia alala 
approvala da un gran numero di geometri moderni, i quali hanno dola la ge- 
nesi deUe curve coniche sul piai.o, e iiou per mezzo del cono. 

11 
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pio <lrl iriangolo gnirrnlore; e ilio quando si taglia il cono medesi* 
ino con un piano parallelo alla base,/ la sezione risultante è un cer- 
chio. Passeremo ora ad esaminare se queste sezioni sono della stessa 
natura , allorché il cono si considera generato nel modo generale , 
che abbiamo esposto (n" 4 ). 

Proposiziojvf, I. 

185. iS’e vn cmo è tagliato con un piano , che patsa pel suo ver- 
tice, la sezione é un triangolo (fig. 1). 

Dim. Sia il cono SÀCB segato da un piano , che passa pel suo 
vertice S, e per due punti qualunque C, e R della circonferenza del- 
la base. Dico che la sezione SCR è un triangolo. 

Infatti, è manifesto che le intersezioni di questo piano colla super- 
ficie conica sono due rette SC, SR, perchè queste corrispondono a 
due posizioni della retta generatrice della superfìcie conica, allorché 
sarà giunta ne’ punti C, e R. Quindi ogni piano che passa pel verti- 
ce del cono, e cade dentro di questo , incontrando la base del cono 
medesimo, do\rà produrre un triangolo. 11 che si doveva dimor 
strare. 

186. Scolio 1. Nella figura si è supposto che il piano secante pas- 
sasse per r asse SO del cono, ina la dimostrazione precedente è ge- 
nerale, e si applica anche quando il piano accennato non passa per 
r asse del cono. 

187. Scolio 2. Essendo nel cono reltd, l’asse perpendicolare al 
piano della buse, qualsivoglia sezione triangolare fatta per 1’ asse 
sarà sempre pe^pendicnlare al piano della base. Ma non accade lo 
Stesso nel cono obliquo , in cui la sola sezione S.^4B , che passa per 
r asse SO e per I' altezza SK del cono , è perpendicolare al piano 
della base. Tutte le altre sezioni, abbenchè passino per 1’ asse, non 
sono mai perpendicolari al piano della base. 

1 88. Definizione. La seitionc triangolare, che passa per 1’ asse del 
cono, ed è perpendicolare al piano della base , prende il nome di 
sezione principale. 

• s t 

• Proposizione II. ' , 

189. Se un cono obliguo è tagliato con un piano parallelo alla 
òase, e che non passa pel vertice, la sezione è un cerchio (fìg. 1). 

Dim. Sia il cono SÀCB segato da un piano GFL parallelo alla 
base. Dico che la sezione GFLI k un cerchio. 

Per r asse SO del cono si facciano passare due piani : le sezioni 
risultanti saranno per la proposizione precedente due triangoli SÀB,. 
SCR. Or in virtù delle parallele FJI, CO, e IIL, OB, sono simili i 
■due triangoli S'F/f, SCO, come pure i due triangoli SUL, SOR; per 
«ousegueuza la ragione di SH a SO sarà eguale tanto alla ragione di 
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Ftl a CO, «juaiilo a i[ucna di ÌIL ad OH, oudc si avrà fa propor- 
zione. 

FU .'CO:. HL: OR. 

Ma CO=OB, eome raggi di lin luodesiino rcrcfiio , dunqno sarà 
ancora FH=HL-, e la curva piana GFL! s.-Jrà una circonferenza 
di cerchio, percliè tuU’i suoi punti sono ciiuidistanti dal punto U. Il 
che si doveva dimostrare. 

190. Corollario. Apparisce da questa proposizronc che se si con- 
duca un piano j>erpcndicolare all’altezza di un cono, il cerchio, che 
ue risulta , si potrà considerare come la base del cono niedesiino. 
Questo concetto si accorda con ciò che ahhiain detto intorno alla ge- 
nesi del cono ( n. 4 j, la quale consiste nel concepire che una retta 
indefinita percorra la circonferenza di un cerchio c passi coslante- 
ineute per un punto situato fuori del piano di questo cerchio. 

191. Definizione. Se un cono obU(|uo (fig. 39), la cui sezione 
principale è il triangolo ASB, è tagliato con un ^iaiio A>.iyOpcr|ieu- 
dicolarc al piano .>4SB, c tronchi vcr.so S un triangolo S'OO simile 
al triàngolo ÀSB , ina situato in modo che la base DO lum sia pa- 
rallela al diametro AB della base del cono, la sezione DMO si dirà 
anli-parallela, o succontruria alla base del cono medesimo. 

192. Corollario. Si deduce da questa definizione che nefeono retto 
non può aver luogo la sezione aiitiparallela. Infatti, nel cono areen 
nato il triangolo ASB é isoscele; c |»er conseguenza se l’angolo SUO 
si suppone eguale all’angolo SBA, esso sarà anche eguale ull’augolo 
SAB, vale a dire sarà la retta parallela alla retta AB, e la se- 
zione anti-parellela svanisce. 

Fropo&iziome nr. 

193. Se- «» cono (Obliquo è segato con un- plano untlpurulMor 
alla base, la sezione è un cerchio ^ig. 3q). 

Dim. Sia ASB la sezione principale di un conoi obliquo, che s* 
suppone tagliato da un piano /Zd/fl anti-parallelo alla base del conor 
dico che la sezione DMOè un cesebiu.. 

Per un punto P della retta DO, comune sezione del plano- DJIO 
col piano si conduca in questo piano la retta 6’/*/' parallela 

ad AB, e per la stessa retta sL Caccia passare il piano GMF parallelo 
alla base del cono. 

Essendo (>er ipotesi il triangolo SZIO simile al triangolo 
sarà l’angolo SD0=B. Ma in virtù delle parallele- 6’ A’, AB, anche 
rangolo SFG=B, dunque i due angoli SOO, SFG sono eguali 
Crn loro; e per consegueiua i triangoli UPG, FPO, avendo eguali 
gli angoli in P, saranno equiangoli, e perciò situili. Quindi si a>cà 
hi proporzione 

Dl>: PF :: GP : PO, 

dalla quale si deduce che il rettangolo di UP in PO- è uguale al rct- 
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{angolo di PF in GP. Or essendo i due piani DM0, Gjtf/’^ambidue 
perpendicolari al piano ASB,, il primo per ipotesi, ed il secondo co- 
me parallelo alle base del cono, ne consegue che la loro comune se- 
zione MP dev’esser ancora perpendicolare al piano ASB-,, e per eon- 
segucnza alle rette OO, GF, che passano pel suo.piede /* nel piano 
accennato. Ma la sezione GMF h un cerchio, dunque per le proprie- 
tà di questo sari il quadrato di MP uguale al rettangolo di GP in 
PF ( n® 8 ) ; ovvero al rettangolo di DP in PO, come più sopra si 
è dimostrato; e però anche la sezione dev’esser un cerchio. 11 
che sì doveva dimostrarè. 

194, Scolio 1. Essendo il rettangolo di DP in PO, eguale al rettan- 
golo di GP in PF. ne segue che le corde DO, GF appartengono ad 
un medesimo cerchio. Da ciò si deve conchiudere , che i cerchi 
DM0, GMF si trovano situati sopra una sfera , di cui un circolo 
massimo è il circolo DGOF, che ha per corde le rette DO, GF. E 

J toi manifesto che questa sfera non è iscritta al cono, perchè il circo- 
o DGOF non è iscritto al triangolo ASB. 

195. Scolio 2. Quando il cono è retto, il circolo ZJdfO si confon- 
de col circolo GMF, il quale in tal caso si troverà sopra una sfera 
GMEF (Cg. 40 }, che avrà per circolo massimo il circolo GEF, e 
sarà tangente al cono. Quindi se si taglia un cono retto con un pia- 
no parallelo alla base del cono, il circolo GMF, che ne risulta, si 
potrà considerare come appartenente ad una sfera tangente al cono; 
e la circonferenza di contatto delle superficie de’ duo solidi sarà 
quella dello stesso circolo GMF. 

196. Scolio 3. Inoltre si osservi che le rette SG, SM, SF, ecq., 
che congiungono il vertice del cono colla circonferenza di contatto 
GMF, sono eguali fra loro; e però si può conchiudere che. 

Se da «» punto situato fuori di una sfera, si conducano delle 
tangenti a questa sfera, le parti di esse tangenti, comprese far it 
punto dato ed i punti di contatto, sotto eguali fra loro. 

CAW'TOLO II. 

Delle sezioni coniche propriamente dette. 

197. Abbenchè il triangolo, ed il cerchio, come abbiam veduto 
nel capitolo precedente, si possano ottenere con tagliare il cono con 
un piano, nondimeno non si considerano come sezioni coniche, par- 
lando a rigore, perchè la genesi di quelle figure appartiene alla geo- 
metrìa piana, e non già alla geometrìa solida. 

Infatti non si potrebbe concepire il cono senza resistenza del cer- 
chio; e perciò col nome di sezioni coniche s'intendono, strettamente 
parlando , le curve , delle quali or ora parleremo. S’avverta intanto 
che nel dare la genesi e le proprietà di queste curve adopereremo il 
solo cono retto, mettendo totalmente da parte il cono obliquo (rj. 

(r). La genesi delle sezioni coniche, che trovasi esposta nel seguente par»- 
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198. Definizione 1. Se un cono retto si taglia con un piano per- 
pendicolare alla sezione principale, e che non sia parallelo alla base 
del cono, la curva, che risulta, si dice sezione conica, o curva co- 
nica. 

199. Definizione 2. La comune sezione del piano della sezione 
conica con quello dulia sezione principale, si chiama asse della se- 
zione conica. 

200. Definizione 3. Una sezione conica EMEf ( fig. 41 ) dicesi 
Ellisse, quando il suo asse EE* incontra le due generatrici opposte 
S/i, SB della superficie cooica, da una medesima parte d< l vertice 
S del cono. 

201. L’ellisse è dunque una curva chiusa e rientrante in se stessa. 
Si vedrà in appresso che questa è identica alla curva di secondo gra- 
do, che abbiam chiamata con lo stesso nome (n° I4.ll )- 

202. Definizione 4. Una sezione conica ( fig. 42 ) appellasi Iper- 
bole, quando il suo asse EE incontra una delle generatrici SA, ed 
il prolungamento della generatrice opposta SS al di là del vortice 
iS del cono. 

?03. Dunque l’iperbole è una curva formata da due rami, che s’e- 
stoiidouo all infinilo sulla superficie conica. Nella figura si vede un 
solo ramo lUER, 1 altro ramo , identico al primo, si trova sul cono 
opposto, come si può facilmente immaginare. In appresso si vedrà 
che questa curva è identica alla curva di secondo grado, che abbiam 
indicata eon lo stesso nome ( n® ISO ). 

204. Definizione 5. Una sezione conica !UER (fig. 43) dicesi Pa- 
rabola, quando il suo asse EE‘ incontra una delle generatrici SA, 
ed è parallela alla generatrice opposta SS. 

205. Quindi la parabola è una curva chiusa da una parte , e si 
estende dall'altra all’iiifinito sulla superficie conica. Vedremo in se- 
guito che questa curva è identica alla curva di secondo grado, cui 
abbiali) dato lo stesso nome ( n® 138 ). 

206. Definizione 6. I punti, ne’ quali l’asse di una sezione conica 
incontra il perimetro della curva, diconsi vertici dellasse, o vertici 
della sezione conica. 

207. Nell’ellisse ( fig. 41 ) l’asse EE ha una lunghezza determi- 
nata. Nell iperbole ( fig. 42 ) l’asse è propriamente la linea EE in- 
definitamente prolungata dall’ una e dall’ altra parte. Nondimeno sic- 
come una siffatta linea incontra la curva ne’punti E, E, cosi per 
analogia coll' ellisse, quando si vuoi parlare della lunghezza dell’asse 
dell iperbole, si considera la sola parte EE compresa fra i due ver- 
tici E, E, cui si dà il nome di asse trasverso dell’iperbole. 

208. Definizione 7. Nell’ellisse , e nell' iperbole il punto di mezzo 
o dell’asse EE' (fig. 41, e 42 ) dicesi centro dell'ellisse, o dell’ iper- 
bole. 


grafo iq 8, si applica ancora al cono obbliquo; e per conseguenza è genera- 
le, nonainieno I abbiam limitata al cono retto, purché da questo solosi può 
cavare una proprietà comune alle tre curve coniche, come si vedrà in ap- 
presso. 
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209. Nella parabola (fig. 43) la lunghezza deli'assa non è de- 
terminata , perchè ha il solo vertice E, trovandosi l’altro vertice aU 
r infinito. Quindi la parabola non ha centro. 

210. Definizione 8. Se nella sezione principale ASB (fig. 41 > 42, 
e 43) si descrive un cerchio GFG' tangente alle due generatrici op- 
poste SA, SB, ed all' asse EF' di una sezione conica, il punto di con- 
tatto F di quel cerchio con l’asse accenn.ito si dirà fuoco della se- 
zione conica. 

211. Definizione 9 . Poste le rose della deCnizione precedente, la 
comune sezione NL del piano della sezione conica col piano, che 
passa per la corda di contatto GG', ed è parallelo alla base del co- 
no, si chiama Direttrice della sezione conica. 

212. Definizione 10. Il punto, in cui la direttrice incontra l’ asse 
della sezione conica , appellasi piede della direttrice (sj. 

213. La direttrice è perpendicolare all’asse della sezione conica, 
perchè risulta dalla intersezione di due piani, che sono ambiduc |>cr- 
peiidicolari al piano della sezione principale. 

214. Neirellisse (fig. 44) il cerchio tangente alle due genera- 
trici opposte SA, SB, ed all’asse EE?, può esser situato tanto da una 
parte, quanto dall’altra dell’asse medesimo ( n“ 118); per conse- 
guenza l’ellisse ha due fuochi, l’uno in F, l’altro in F'. (luindi in 
questa curva vi saranno due direttrici, l’ima corrispondente al fuoco 
F, l’altra al fuoco E''. Infatti, è manifesto ( fig. 41) che il piano se- 
cante, che produce l'ellisse, in vece di essere inclinato da sinistra » 
dritta, come nella figura, potrebb’ esser inclinato da dritta a sinistra, 
ed allora l’intersezione del piano della curva con quello, che passa 
per la corda di contatto GG', sarebbe la direttrice corrispondente 
al fuoco E^. Finalmente, si vede che le due direttrici dell’ ellisse si 
trovano sul prolungamento dell’asse della curva, ad eguale distanza 
dai vertici E, ed E. 

215. Nell’iperbole (fig. 45 ) è manifesto che vi devono essere 
due fuochi E\ E^, come nell’ellisse, e due direttrici corrispondenti. 
Infatti, sono due i cerchi che toccano le generatrici opposte Aa, B6, 
e l’asse EE. Nondimeno la situazione de’fuochi, c delle direttrici 
dell’ellisse è inversa a quella de’fuochi, e delle direttrici dell iper- 
bole , perchè i fuochi dell’ iperbole si trovano sul prolui^amento- 
dell’asse EE, ed i piedi N, Er delle direttrici corrispondenti stanno 
su questo medesimo asse, ad eguale distanza dai vertici E. ed E. • 

216. Nella parabola si vede facilmente che non può esistere eh» 
un solo fuoco, ed una sola direttrice. 

217. Definizione 11. La distanza MF(t\^. 41, 42, e 43 ) di un' 
punto di una curva conica al fuoco, dicesi ragtfio vettore. 

218. Definizione 12. Nell’ellisse e nell’iperbole, la distanza di uno* 
de’fuochi al centro si chiama eccentricità. 


(») Taluni danno alla direttrice il nomo di linea di iuUiutifàf e cbiuuAUO 
punto (ò'auiliiaùà ilpisdc dtdla dùcUcice.. 
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219. Abbiam veduto ( n" 214 ) che se ^SB (fig. 44 ) dinoti la se- 
zione principale, ed EE' l’asse dell’ellisse, i cerchi GFG',IIF'II', 
tangenti alle due generatrici opposte Sj4, SB, ed all’asse accennato 
davano i due fuochi F, F della curva. 

Questa costruzione, che sempre può farsi dietro alle cose dette 
( n° 1 18 ) dà luogo ad alcune conseguenze importanti, delle quali 
dovremo far uso in appresso. Infatti, si abbassi sull asso SF del cono 
la perpendicolare PD, e si osservi che la retta SÀ, come pure la 
retta SU, è una tangente comune ai due cerchi: che le rette EF^ 
KG, sono eguali fra loro come tangenti ad un medesimo cerchio 
GFG'-, e che lo stesso accade per le rette E'F ed E'G'\ PF ed 
PIU, Eli ed EF. Or EF=PF, ed Pir=DII, dunque sarà 
EGzzzDIl. Ciò premesso, la retta EE' sarà la somma delle due E'G', 
e FE-. ma G'E‘= Gl), ed è poi EF = EG= DII, dunque sarà 
EF.' = GH, vale a dire che. 

La parte della tangente SA, compreta fra i contatti G e II, è 
ugnale all'oste dell ellisse. 

E poiché EG = EF. e DH= PF, cosi risulta che 

La parte DE della stessa tangente SA, compresa fra il vertice 
E dell asse dell ellisse, e la perpendicolare E'D abbassata sull asse 
del cono SV dall altro vertice E', è uguale alla distanza FF' dei 
due fuochi dell ellisse. 

220. Le cose precedenti Iianno luogo ancora nell’ iperbole. Pe- 
rocché, se si faccia la costruzione, come ncirellissc, si vedrà (fig. 4^) 
che nella sezione principale ÀSB la retta generatrice Àa è una tan- 
gente comune ai due cerchi 0 A" G', ///f'A’^come pure la generatrice 
opposta Bb. Quindi se dal vertice P dell’asse trasverso si abbassala 
pcrpandicolarc PD sull’asse SF del cono, si troverà come nell’el- 
lisse che. 

La parte GII della tangente Aa, compresa fra t contatti G e II, 
è ugnale all asse trasverso EE' dell iperbole ; e che la parte DE 
deila stessa tangente , compresa fra il vertice E, e la perpendico- 
lare E'D abbassata dall'altro vertice E' sull asse SV del cono, è 
ugnate alla distanza FF' de’ due fuochi. 

Infatti, si ha EP E F—EF: ma PF=PG', ed EF=PF= 

PH', dunque sarà EP = G'W = GII. 

Parimente, ED=iEH HD\ ma EH=Et', c IID^:H' P~E'F' 
—EF, dunque sarà ED = FF. 

221. Se da un punto d/(Cg. 41, 42, c 43 ) di una sezione coni- 
ca si conduca all’asse EP di questa una perpendicolare MP\ e per 
lo stesso punto AI si faccia passare un piano CMC perpendicolare 
all’asse del cono, ovvero al piano della sezione principale ASB, il 
cerchio CAIO, che ne risulta avrà per diametro la retta CC*,cui sarà 
perpendicolare la retta AIP. Infatti questa retta è la comune se- 
zione de’piani AIEIt , CAIO, i quali sono ambidue perpendicolari 
al piano della sezione principale ASB. Ma nel cerchio il diametro 
divide in due parti eguali tutte le corde che sono ad esso perpendi- 
colari, per conseguenza l’asse di una sezione conica dividerà 
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in <lue parti eguali tulle le corde, che «ono ad esso perpendieoìari. 

2 J2. Le cose precedenti danno una idea compiuta della genesi 
delle curve di secondo grado per mezzo del cono, nondimeno sti- 
miamo dover aggiungere ciò che segue. Quando si taglia un cono 
con un piano inclinato alla base, il solido risultante è un segmento 
di cono, il quale occupa nella geometria solida lo stesso luogo che il 
segmento di cerchio nella geometria piana. Or la base di quel seg- 
mento è precisamente ciò che si chiama sezione conica, e per conse- 
guenza la genesi di questa per mezzo del cono è perfeltamenle geo- 
metrica: purluttavolla, una siffatta genesi non solo è difficile, ma è 
anche totalmente inutile nella pratica, cui soprattutto deve servire 
la geometria, l’er questa ragione faremo conoscere in appresso di- 
versi modi di descrivere le sezioni coniche sul piano (/). 

CAPITOLO III. 

Proprietà fondamentale delle sezioni comcke. 

22.1. Esposta la genesi delle sezioni coniche, passeremo ad inda- 
gare la proprietà di queste curve,, che risulta dalla stessa genesi, ed 
è il fondamento di tutte quelle altre proprietà, che dimostreremo in 
progresso. 

Proposizione IV. 

224. Le dittanze di ciascun punto di una curva conica dal fuo- 
co e dalla direttrice corrispondente stanno fra toro in un rapporto 
costante (fig- 41, 42, 43 )• 

Dim. Dimostreremo questo teorema per la sola ellisse, perchè la 
stessa dimostrazione si applica all’ iperbole, ed alla parabola. 

Sia EM£? ( fig. 41 ) l’ ellisse, F il fuoco, NL la direttrice corri*, 
spondente, MF va raggio vettore,ed MP una perpendicolare all’asse 
della curva. Si conduca perAf/’ un piano, perpendicolare al piano della 
sezione principale ÀSB, la sezione risultante sarà il cerchio CMC. 
Similmente, si faccia passare per la corda di contatto GG' del cer- 
chio GFG', un piano perpendicolare al piano della sezione prinei- 
pale, la sezione risultante sarà il cerchio GKG', il quale (n* 19S) si 
potrà considerare come appartenente ad una sfera tangente alle due 


(l) Era questa l’opinione di Newton, il quale parlando della genesi delle 
curve coniche per mezzo del cono, cosi si esprime. TaUs autem contearum 
secliomtm generaiio dcffieitù est, et in rebus praetfeis , fuibus geometria 
petùsimum inservire etebet, prorsus ùtutùis. dril.Vniv, p. Si4- 

Newton adunque , vale a dite il maasimo fra i geometri, non ai contenta- 
va del solo bello geometrico, me velerà che la geometria servisse alla pratica, 
e nondimeno certi Euclidici pretendono che si debbano proscrivere d^li ele- 
menti di geometria tutte le proposizioni relative alle tmsure delle aje, e de* 
volumi I 
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gcnpralrici opposin S^, SZf della superficie conica, ed all'asse EE? 
dell’ ellisse. Kinaliueiite, si conduca il lato SM del cono , il quale 
incontrerà in un punto K la circonrcrcnza di contatto della sfera 
col cono. 

Ciò premesso, i triangoli simili ECP, EG]\' danno la proporzione 

EC: ECt : : EP-. EN, 

e componendo si avrà 

GC. EG.: PN-. EN. 

Ma CG = MK, e sono epuali fra loro le rette MK, ME, come tan- 
genti alla sfera GFKG', ( n“ 19G ); ed EG z= EE, per la stessa ra- 
gione, dunque sarà 

ME: E E : : PN: EN, 

ovvero permutando 

ME: PN:: EE: EN, 

Or il rapporto di EE ad AW è determinato, perchè sono date lo 
rette EE, EN; cd è poi PA' epuale alla distanza del punto jl/ alla di- 
rettrice NL, dunque neirellissc le distanze di un qualsivoglia punto 
M della curva dal fuoco e dalla direttrice corrispondente sono in un 
rapporto costante; eh era ciò che si doveva dimostrare. 

225. Scolio. Nel Irlaiigoio PI.'E' ( fig. 41 ) 1 angolo esterno 
PCS c maggiore deirinlciiio ed opposto CPE', ovvero dell’ angolo 
verticale CPE: ma l'angolo Pi '8= PCS, perchè il triangolo CSC 
è isoscele, dunque sarà l'angolo PCE maggiore deiran;;olo CPE; a 
però satà J?/-* maggiore di EC. Or per le cose più sopra dimostrate: 
si ha 

EC: EG : ; EP: EN, 

dunque EG, ovvero EE, è minore di EN, vale a diro cTie 

Pi elP ellisse la distanza del vertice E al fuoco F è minore della 
distanza detto stesso vertice olla diri Itrice NL. 

Al contrario, nell’ iperbole ( lig. 12 ) dev’essere Z7P’ maggiore di 
EN, perchè nel triangolo PCE l’angolo esterno 6’PA’ è maggiora 
deU’interno ed opposto PCE\ ov\cro del suo eguale PC£; e per. 
conseguenza nel triangolo ECP il lato EC è maggiore di EP. 

Finalmente, nella parabola la distanza EE è eguale alla distanza 
EN, perchè in virtù delle parallele EE\ SB, l’angolo CP£ è uguale 
all’angolo PCS, ovvero all'angolo PCE; e però risulta EC = EP~ 

216. Definizione. 9. 11 rapporto costante EE:EN dcl e distanze dé- 
un punto di una curva conica al fuoco ed alla direttrice corrispon- 
dente, dicesi rapporto, o ragione determinante, perchè determina 
la specie della sezione conica. 

227. Corollario. Dalle cose precedenti si deduce che nella para- 
bola la ragione determinante è di eguoclionza; c però questa curva 
resterà detenuiiiala. allorché sarà datala distanza del vertice dell'as- 
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«e al fuoco, 0 alla direltrice. Si Tede ancora che nell’ellisse la ra- 
gione delcrminante è di mintyre disuguaglianza, e nell’ iperbole di 
maggiore disuguaglianza (»)■ 

Pkoposizioìne V . 


2B8. Nell'ellisse, e nell iperbole la ragione determinante è uguale 
a quella dell eccentricità al semi-asse ( fig. 41, 42 ). 

Dim. Sia Oil centro dell’ellisse, o dell’ iperbole. I triangoli simili 
EfNG' ed danno la proporsione. 

EfN:ElG>\’. PN: 0&. 


Ma l?G' = EF, come tangenti al medesimo cerchio 1^6 fr', e 
CC' = MK = MF per le cose dimostrale nella proposizione prece- 
dente, dunque si avrà 

EN: EF : : PN. MF. 

Or la ragione di PN a MF, è uguale a quella di NE\ EF, per 
la stessa proposi tiene precedente, dunque sarà 

EN. EF ; : NE: EF-, 

c per conseguenza ( n“ 95 ) saranno armonici i quattro punti N, E, 

Quindi per le proprietà della proporzione armonica ( n“ 106 ) si 
avrà 


F0-. OE \ \ OE: ON, 


ovvero 

FO: OE : : FE: NE. 

11 che si doveva dimostrare. 

Proposizione VI. 

229. Iteli ellisse, e nell iperbole . la ragione dete> minante è 
uguale alla ragione dell asse alla distanza delle due direttrici (Cg. 
41,42). 

Dim. Nella proposizione precedente si è dimostrato che 

FO: OE : : OE: ON. 


(u) Dalla ragione determinante si potrebbe far dipendere l’origine delta 
denominazioni di parabola, di elli.'Se, e d’iperbole, assegnate olle curve coiù- 
tUe. Infatti, questi vocaboli derivano dall™ lingua greca; il primo significa 
eytiagliaiiza, il secondo dij'elto o minoranza, il terzo eccesso o maggioranza. 
Àpullonio da Porga, che fu primo a dare questi nomi alla curve accennate, 
ti ricavò da un’ altra proprict* di queste curve, ceaie si vedjè in appresso. 
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Or le si inolliplicano per 2 i icruiini della seconda ragione, risul- 
terà. 

FO: 0t’::WE. 20N. 

Ma la ragiono di FO: OF, cioè quella dell’ eccentricità al semi- 
asse, è uguale alla ragione deleriniiianle, ed c poi 20E uguale al- 
l'asse EE', e 20N alla distanza delle due direttrici, dunque la ra- 
gione detanninante, neirellisse, e nell'iperbole, è uguale a quella 
dell'asse alla distanza delle direttrici. 11 che si doveva dimostrare. 

PnoposizioKE VII. 

230. Jn oi/tii sezione conica MER, se da un punto M delta cur- 
va si conduca una re'ta MU, c/ie incontrila direttrice NL sotto un 
angolo qualunnue, sarà data la ragione del raggio vettore MI' alla 
/•«//« MIKfig 40). 

Divi. Dal punto M si abbassi sulla direttrice la perpendicolare 
.MD. E maniTesto che la ragione di MF a MR si compone delle ra- 
gioni di MF a MD, e di MD a .VR. Ma la ragione di MF a MDè 
data, perchè è uguale alla ragione determinante, e la ragione di 
MD a MR è anche data, perchè essendo dato* l’angolo MRD, sarà 
anche dato l'angolo DMil, c però il triangolo rettangolo MDR è 
dato di specie ( n“ 27 ), dunque sarà data la ragione di MF a MR. 
11 che si doveva, dimosti-are. 

23 1 . Scolio. E facile il vedere che questa proposizione dà l'espres- 
sione la più generale della proprietà fondamentale delle tre curve 
coniche, essendo la proposizione IV. un caso particolare di questa. 
Or fu dimostrato in altro luogo (n®13S) che quando la curva MER 
è una circonferenia di cerchio, il punto F un punto qualunque del 
dianielro, ed il punto A un punto conjugato a F, il rapporto delle 
distanze del punto .il ai punti F, e N , era dato; per conseguenza 
si potrà conoscere per inezzo di questa proposizione il legame, che 
unisce il cerchio alle tre curve couiebe. 

CAPITOLO IV. 

Risoluzione di alcuni problemi. 

2.12. Esposta la proprietà fondamentale delle sezioni coniche, 1 ap- 
pliclit remo ih primo luogo alla descrizione di queste curve per 
punti sopra un piano: poi faremo vedere viceversa come una sezio- 
ne conica già descritta in un piano si possa adattare od un cono 
dato, lu tal mudo si acquisterà l idca compiuta della genesi e della 
proprietà fondamentale delle curve accennale. 
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ProposizioveVIIÌ. 

233. Essendo dato il fuoco, la direttrice corrispondente, e laro- 
pione deUrmisumie, descrivere V ellisse per punti sopra un puma 

( fia. -47 )■ . 1 o- uu • 

Sol. Sta F il fuoco, e NL la direltnce cornspondenlc. Si abbassi 
dal punto F sopra N£ la perpendicolare FN, che si prolunghi 
verso Ef. Si divida FN nella data ragione nel pimlo E, questo sarà 
un punto della curva. Al punto F s’ innalzi sopra la retta JSL la 
jteritendicolarc FC di tale lunghezza che la ragione di a / iV sia 
eguale alla ragione determinante, cioè a quella di FE «d AJV, e si 
prolunghi la perpendicolare accennala finché sia CF=Df,i punti 
C, c D sarano due punti della curva. Ter avere altri punti, si tirino 
le rette indefinite AC, AZI, e da qualsivoglia punto Z's’innalzi sopra 
Afi* una perpendicolare, che incontra le rette accennate nc punti 
{), e a. Ciò premesso, si faccia centro in F, e con un raggio FJiI— 
descriva un arco di cerchio, che taglia la retta Qq ne punti 
Av, e jm; questi appartengono alla curva. Infatti, per i triangoli si- 
mili I^PQ, NFt si ha la proporzione 

♦ PQ. PN : : CF.-FN. 

Ma PQ = FM, dunque sarà 

FM. PN : ; CF: FN. 

Or, PA è eguale alla distanza del punto M alla direttrice AZ. e 
la ragione di CF a AA è uguale alla ragi nc delcrininanle, duii- 
<|ne { n"224) il punto M appartiene alla curva, come pure il punto 
su. 11 die si doveva fare. 

23i. Scolio. Supposto che non si conoscesse la forma della curva, 

la costruzione precedente basta a farla conoscere, senza chesi troi i- 
no aluù punti della curva. 

Dal punto £si conduca a NF'\& perpendicolare AB, poi si con- 
giunga il punto lì col punto F. la retta i»/'’ prolungata incontrerà 
la retta indeiinita A6’in un pun^o b. Infatti, essendo la ragione de- 
terminante deircllissc di minore disuguaglianza, sarà FL minore 
di FJS e per conseguenza 1 angolo FJ\ C è minore di mezzo retto, 
come pure il suo eguale VA I’’- Or per i triangoli simili Ai* C, A EA 
si ha CF: FAwEa: E A, ma CF: FA\ \EF: E A, dunque sarà A£, 
owcTO EB=EJ'\ ed il triangolo EBFsara isoscele, e però l’angolo 
£BF sarà mezzo retto. Dalle cose precedenti risulta che la somma 
degli angoli CAB, FBA è minore di due retti, e per conseguenza 
le rette AC, PZ'’ prolungale si deiono incontrare ìu6. Ciò premesso 
si abbassi da questo punto sopra NE' la perpendicolare bE‘, che si 
prolunghi finché incontri la retta indefinita AZI in a, il triangolo 
FEi ^arà isoscele, perchè siinilc al triangolo EBF, onde risulterà 
E'b=E‘ F. Quindi se si faccia centro in F, e con un raggio eguale 
iid E'b fi descriva un arco di cerchio, questo taglierà la retta ab i.d 
solo ponto E', c però sarà ab una langeule al dello arco , vali; * 
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dire clic al di là del puolo non esistono altri punti della curva.' 
Le stesse considcraziuui si applicano facilaiente al punto E- Sicché 
si può conrhiudcrc che l’ellisse è una curva chiusa e simmetrica ri* 
spetto airassc il quale divìde iu due parti eguali tutto le corde 
ad esso perpendicolari, ecc. 

PaoposiziosE IX. 

235. Ettendo dato il fuoco, la diretlrìce corrispondente, e la ra- 
dume determinante, descrivere l' iperbole per punii sopra un piano 

< . c- 

Sul. Sia E il fuoco, ed JYL la direttrice coi rispondente. Si ab- 
bassi del punto E la perpendicolare EJV sulla direttrice, e si prolun- 
ghi iiidefmitameute dall’ una e dall' altra parte, poi si divida EIV 
nella ragion data uel punto E, questo sarà un punto della curva. 

] er avere a tri punti si prosegua la costruzione, come si è fatto per 
rdlisse nella proposizione precedente, e si dimostrerà similmente 
che i punti C, iJ, M, «1 appartengono alla curva, ecc. 11 che dove- 
va farsi. 

236. Scolio. Volendo conoscere la forma della curva, si congiun- 
ga, come nell’ ellisse, il punto U col punto E, e si prolunghi la retta 
HE iiideCnitameutc dall una e dall’al ru parte, questa incontrerà la. 
retta in un punto b, come m iredisse, ma dalla parte opposta , 
perche la somma degli angoli CI^B. E UN è maggiore di due retti. 
Liò premesso, l’arco descritto col centro in E, e col raggio EM = 
PQ incontrerà sempre la retta Qq in due punti M m\ e però con 
questa costruzione si descriverà il ramo MEm dell'iperbole, il quale 
si estenderà all' inlinito. Quando poi si farà centro in E, e raggio 
E E, si avrà il solo punto E della curva; e se il raggio è maggiore di 
FM,van minore dìEE=Eb, allora non siavrà alcun punto della cur- 
va. binalmente, se si prenda il raggio eguale a EE‘, allora siavrà 
il punto E', che sarà il vertice della curva opposto al vprtice E, e 
facondo in seguito il raggio maggiore di EE‘, si avranno ad 
operazione due punti del ramo delt iperbole opposto al ramo MEm^ 
come facilmente si vede ecc.. . 

Paoposizio.vE X. 

237. Essendo dato il fuoco, eia direttrice, descrivere la para- 
bola per punti sopra un piano ( Cg. /\.9 ). 

Sol. Sia E il fuoco, e NL la direttrice. 

Dal punto E si abbassi sopra D!L la perpendicolare EN, che si 
proluu^ii indeiìiiitammte verso P, Si dimostrerà, come nell’ellisse, 
ohe E A = Et: ma E E è uguale ad EN, dunque i triangoli AEN, 
ENB,EBE, sono rettangoli, cd isosceli; e però gli angoli QNB, e 
NBS sono ambidue retti, e le rette NQ, BS sono parallele. Quindi 
applicando la costruzione fatta nelle due proposizioni precedenti, si 
potraiuiu 'rovai'c quanti punti si vogliono della parabola, c si vedrà 
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facilmeote questa curva non può avere che il solo ramo MEm, 
che si estende airinfiuito. ecc. 11 ohe si doveva fare. 

Paopusizio.'IE XI. 

238. Essendo dato l' asse e t eccentricità di un'ellisse, ed un co- 
no retto, adattare l' ellisse sul cono ( fig. ). 

Sol. Si costruisca il triangolo EDO', nel quale si conosce il lato 
che dinota Tasse dell’ellisse, il lato eguale alla distanza 
de’fuochi, e l’angolo EOE. complemento dell’angolo formato dalla 
generatrice SA del cono dato con T asse SE di questo medosimo 
cono. Ciò fatto, si divida il lato DE in due parti eguali nel punto 
O, e da questo punto s’innalzi una perpendicolare sopra DE', la 
quale incontrerà in un punto S il iato prolungato. É manifesto 
(n°200, e 219 ) che il cono retto, che vien generato dalla rotazione 
di SA intorno a SE, sarà eguale al cono dato; e che il piano con- 
dotto per EE' perpendicolarmente al piano ASE, taglierà il cono 
secondo l'ellisse data. Il che si doveva fare. 

239. Scolio. Essendo il lato EE maggiore del lato DE, perchè 
neH’ellisse Tasse è maggiore della distanza de’fuochi; ed essendo 
acuto l’angolo EDE, il triangolo EOE potrà sempre costruire, 
ed il problema ammetterà una sola soluzione, siccome si è dimostra- 
to nella geometria piana (4. edizione — n“ 128). Da ciò si può 
conehiu lerc che 

(Jualsiroylia ellisse descritta sopra un piano può esser conside- 
rata cotne prodotta dalla intersezione di un cono retto con un 
piatto. 

PaoPOSiziONE XII. 

240. Essendo dato Passe e P eccentricità di un' iperbole, ed un 
cono retto, adattare P iperbole sul cono ffig. 4S ). 

Sol. Si costruisca il triangolo EE'D, in cui si conosce T angolo 
acuto EDE, complemento dell’angolo DSO, chela generatrice 
fa con Tasse SE del cono dato;di più, si conosce il lato Zìi?, eguale 
alla distanza de’fuochi, ed EE eguale all'asse trasverso dell’ iper- 
bole. Ciò fatto, si divida il lato ED in due parti eguali nel punto 
O, da cui s’innalzi una perpendicolare, che incontrerà il lato ED 
in un punto S. E manifesto (n° 202, e 220 ) che il cono retto, il 
quale ha per asse la retta OS E, e per generatrice Aa, sarà egua- 
le al cono dato, e che il piano condotto per EE, perpendicolarmen- 
te al piano yU E, taglierà questo cono secondo T iperbole data. Il che 
si doveva fare. , . 

241 . Scolio. E da osservarsi che questo problema non si può sem- 
pre risolvere, e però non accade per l’iperbole ciò che abbiara ve- 
duto per l’ellisse. Infatti per T iperbole Tasse trasverso è minore 
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della diataiua de’fuoclM, onde nel triangolo Pàngolo acuta 

E DB »t trova opposto al lato minore EB -, e però un siiiatto trian» 
goto polr^ costruirsi, quando il lato EB è maggiore della perpen» 
dicolare secondochè si trova dimostrato nella geometria piana 
(4* ediz. n° 128). Or essendo dato di specie il triangolo rettangolo 
EDL ( n° 27 ) , sarà dato il rapporto del lato ED al lato EL: ma 
dev’essere LE minore di EE‘, dunqiie il rapporto di ad EL sara 
aaaggiore del rapporto di ED ad EÈ'. Ma quando è dato il rapporto 
di ED ad EL, è dato l’angolo LED (u®28\ il quale, in virtù dello 
parallele LE, OV, è uguale all’ angolo OSO, metà dell’angolo for- 
mato dalle due generatrici opposte del cono; e quando è dato il 
rapporto di EDtA EE', vale a dire della distanza de’ fuochi all’asse 
trasverso, vedremo in appresso che sarà data la metà dell’angolo 
di quelle rette, che ai chiamano assmioti dell' iperb<Ae ( u° 147 ), 
dunque il problema proposto potrà esser risoluto quando 

L angolo delle due generatrici opposte del cono dato non è mi- 
nore dell’angolo, che fanno gli assinloti detl]iper6ole. 

Proposizione XIIL 

S.i2. Estendo dato ua cono retto, e la distanza del vertice deì- 
l’ asse di una pannala al fuoco, adattare la parabtda sul cono 
(Cg.50). 

Sol. Essendo dato il cono, si conosce l’angolo ÀSB, che Tanno le 
generatrici opposte SA, Sii-, e per conseguenza si conosce l’angolo 
supplemento SEE',vhe la generatrice SA Fa con lasseEE' della pa- 
rabola. Ciò posto, si abbassi dal punto £ la perpendicolare ED al- 
l’asse SE del cono, il punto 0 d’incontro sarà il cen'ro del cerchio 
GFG' tangente alle generatrici SA, SU, ed all’asso EE. Infatti es- 
sendo 1 angolo S EE' supplemento dell’angolo ESB.cA essendo i tre 
angoli di un triangolo eguali a due retti, sarà la somma degli angoli 
SED, SDE eguale all'angolo SEE': c però l’angolo SED sarà la 
metà dell'angolo SEE, ovvero sarà l'angolo SEU= DEE'. Quin- 
di se si tirino le rette OF, OG, OG', sarà facile il vedere che i due 
triangoli OEF, OEG sono eguali fra loro, come pure i due trian- 
goli OGS, OG'S; e per conseguenza saranno eguali le rette OF, 
OG, OG', ossia sarà il punto O il centro del cerchio GFG'. Dalle 
cose precedenti risulta cne nel triangulo rettangolo OEF é dato l’an- 
golo OEF-, ma è dato ancora il cateto EF, perchè è la distanza del 
vertice E dell'asse della parabola al fuoco F, dunque il triangolo 
OEF è dato di specie e di grandezza ( 11 " P2 ), e perciò si può co- 
struire. Fatta questa costruzione, si avrà il punto O, da cui innal- 
zando sopra £0 la perpendicolare OS,e fatto l’ angolo OES=OEF, 
si avrà il punto S, ossia il vertice del cono, eia retta SEA. Quindi 
il cono descritto dalla rotazione di SA intorno a SE, sarà eguale al 
cono 'dato, ed il piano condotto per ££', perpendicolarmente al pia- 
no taglierà il cono secondo la parabola data. lidie si doveva 
fare. 
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t 243. Seolio. Apparisce da questa proposizione che ' 

. Tutte le paraMe postone essere adattate Sopra un cono dato. 

CAPITOLO V. 

Delle rette, eie segano o toccano le sezioni coniche. 

244 . Dalla genesi delle sezioni coniche per mezzo del cono, oda 
quella per punti sopra un piano, che abbiamo esposte ne’ capitoli pre- 
cedenti, risulta evidentemente che l’asse deH'ellisse, e dell’iperbole 
incontra la curva in due punti; che quello della parabola la incon- 
tra in un solo punto, e che ogni corda perpendicolare all'asse di una 
Sezione conica incontra questa in due punti. Resta ora a parlare dcl- 
r incontro in generale delle rette con le curve coniche. 

PnoPosinoNE XIV. 

245. Una linea retta non può incontrare una curva conica in 
più di due punti ( fig. SI). 

Dim. Infatti , se una linea retta unisce due punti qualunque D, 
ed E situati sulle superficie del cono SJCB, che non sono in linek 
retta col vertice S, il piano condotto per questo vertice e per i due 
punti accennati , taglierà la superficie conica secondo le rette Sji, 
SB, e ^er conseguenza la retta DE cadcrà dentro il cono , e non 
avrà di comune con la superficie conica che i soli punti D , eà E. 
Quindi apparisce che una linea retta DE non può incontrare l’ el- 
lisse, la parabola, o un ramo dell’iperbole, in più di due punti. 

Supponiamo ora che una linea retta D'E' unisca due punti Df ed 
E' situati l’uno sulla superficie del cono SACB , e l'altra sulla su- 
perficie del cono opposto Sab. Facendo passare un piano per i Ire 
punU S, D' y E' , questo taglierà la superficie conica secondo lo 
rette ./la, Bb\ c per conseguenza la retta D'E'von a\rà di comune 
con la superficie conica che i soli punti D , ed E' , e prolungata 
indefinitamente daH’una e daU’ailra parte cadcrà dentro i due coni 
opposti. Epperò risulta manifesto che una linea retta non può in- 
contrare i due rami opposti deH'ipcrbole in più di due piind Dun- 
que in tutti i casi una linea retta ncn può incontrare una curva 
conica in più di due punti. Il che si doveva dimostrare. 

246. Definizione. La tangente ad una curva è la posizione, clic 
prende una retta, che sega la curva in due punti, e gira intorno ad 
uno di questi punti, finché l’altro punto venga a confondersi con 
esso. 

247. Scolò. Quando si considera la curva come limite di un po- 
ligono rettilineo iscritto , i cui lati decrescono indefinitamente ,- ri- 
sulta manifesto che la tangente in un punto della curva è il limite 
della direzione di uno de’ lati o elementi del poligono;ciò che si suole 
esprimere con dire che la tangente indica la direzione dell’elemento 
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della curra nel punto di contatto. Qitindi la Vera nozione (tella rei' 
ta tangente ad una curva consiste in questo, cioè che la retta fa con 
la' corta un angolo minore di qualsivoglia angolo rettilineo, o in al' 
tri termini, ohe niiin’ altra retta si può condurre dal punto di con' 
tatto in queir angolo, fra la tangente e la curva. Or è manifesto che 
la nozione accennata si ritrova nella definizione precedente. Infatti, 
se per i punti P, e M ( lìg. 52 ) si conduca una retta PM, che giri 
intorno al punto' M finché 1 altro punto Pd’ intersezione venga a 
coincidere con esso, la retta medesima si confonderà con la retta 
iUT, che sarà tangente alla curva nel punto M, perchè sarà neceS' 
sanamente la retta più )>iossima all’arco ME, in modo che neU’an- 
golo formato da quest’arco c dalla retta MT non si può condurre 
alcun'altra retta: peroechò, se la nuova retta declina quanto poco si 
voglia dalla prima, già sarà una di quelle, che aveva con la curva 
un’altro punto d'intersezione. Si può dunque conchiudere che la 
definizione precedente contiene la vera nozione della tangente, e 
conviene non solo alle curve coniche, ma a tutte le curve. 

PilOPOSinONE XV. 

248. Se una retta TR sega una curva conica EML in due pun- 
ti, e si muova parallelamenle a se stessa, o intorno ad un punto 
qualunque T aella sua dii azione primitiva, /tnehn i due punii P, 
e R «f" intersezione si confondano in un solo M, la secante accen- 
nala si confonderà con la tangente TS in questo punto ( lig. 52). 

Dim. Si tirino le rette MP, ME. La somma de’ tre angoli EMS, 
RMP, PMT, è uguale a due retti: ma anche la somma dei tre an- 
goli del triangolo P3IR è uguale a due retti, dunque se si tolga il 
comune angolo PMR,s.ark la somma degli angoli MPR,MRP eguale 
a quella degli angoli RMS,PMT.Or sia che la secante TR si muova 
parallelamente a se stessa, sia che giri intorno al punto T, è evi- 
dente che quando i punti Pe R d’inlerSezionegiungono a confondersi 
col punto A/, le rette MP, MR si confonderanno con la tangente 
TS in (juel punto, perchè ciascuna avrà girato intorno al punto M 
finche l altro punto d' intersezione è giunto a confondersi con que- 
sto, dunque anche la secante TR si dovrà confondere con la tan- 
gente 2'S. 

Il che si doveva dimostrare. 

249. Scolio 1. Questi due modi di generazione della tangente 
hanno luogo solamente quando si conosce che niun punto della cur- 
va proposta risulta dalla riunione di due rami distinti. Quii di i 
detti modi si possono adoperare nelle curve coniche, ma non già 
nelle curve in generale, come sarebbero, ad esempio, le due para- 
bole cubiche, delle quali abbiain parlato altrove ( u° 140 a 144). 
Infatti, in queste due curve ( lìg. 29, e 30) il punto 0 risulta dalla 
riunione di due rami distinti OT, OS', e però ( fig. 29 ) se MB si 
muove parallelamente a se stessa, giunta che sa à al punto 0. si 

13 
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confonder! con U retta tangente aMa corra TS, lenza che due 
punti d’ interiezione si siano riuniti in un lolo. Che poi la retta xaf 
sia tangente alla curra, si dimostra facilmente facendo girare la se- 
cante OM intorno al punto 0 finché l’altro punto M d' intersezione 
venga a coincidere col primo. 

Similmente (fig.30), si dimostra che la tangente alla curva TOS 
nel punto 0 è la retta ed intanto se la secante KM ix muove 
parallelamente a se stessa, o intorno ad un punto K della sua dire- 
zione primitiva, finché i due punti d’ intersezione M, M"coa la cur- 
va si confondano nel solo punto 0, la secante accennata KM si con- 
fonderà con la retta yy', la quale non è tangente alla curva. Ed ec- 
co perchè i due modi di generazione della tangente, che formano 
robbìetio della proposizione precedente, sono stati limitati alle sole 
curve coniche, perché dalla genesi e dalla proprietà fondamentale 
di queste apparisce chiaramente che niun punto di una curva conica 
risulta dalla riunione di due rami distinti. 

2b0. Scolio 2. Giova ancora osservare che una linea retta non 
può nel tempo stesso esser tangente e secante di una curva conica, 
perché in tal caso la retta accennata incontrerebbe la curva in più 
di due punti, essendo il punto di contatto equi\ alente a due punti 
d’ intersezione per le cose dette più sopra. Quindi si deduce che se 
una linea retta non può nel tempo stesso toccane un ramo dell’ iper- 
bole e segare l’altro , neppure potrà esser nel tempo stesso tan- 
gente all’uno ed all’altro ramo. Queste considerazioni non si pos- 
sono applicare alle curve in generale. Infatti (fìg. 29), la retta 
è nel tempo stesso tangente e secante della curva TS; e si vede fa- 
cdmente ( Cg. 30) che una linea retta potrebbe toccare il ramo OT 
della curva TOS in un punto df, e segare in un altro punto il ra- 
mo OS. 

251. Scolio 3- Blunendo le cose fin qui esposte intorno alla tan- 
gente risulta. 

1°. Che in un punto M ( iìg. 52 ) di una curva conica non può 
esistere che una sola tangente. 

2". Che .Una linea retta non può essere nel tempo stesso tangente 
« secante ad una curva conica. 

Tenendo poi presente che niun punto Mài una curva conica ri- 
sulta dalla riunione di due rami distinti, o in altri termini, che in 
niun punto di una curva conica vi è cambiamento di curvatura,per- 
che la curva accennata rivolge sempre la sua concavità verso l as- 
se, si può dedurne da tutte le cose precedenti che una linea retta 
TS torà tangente ad una curca cornea EML,^tMindo avrà con que- 
sta un solo punto M di comune, e tutti gli altri punti eaderanno 
fuori delP arco EML continualo dall' una e doli altra parte del 
punto accennato (v). 


(v) Nel trattato dcSe Eezioni coniche delTHopital , ed in altri trattati an- 
cora, si trova aesso come deiìaizione: che ima linea retta si dice tangente 
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Infatti. po»t« In cosa dette qui aopra, m la retta TS non è tan- 
gente alla curva, la vera tangente dovrenbe passare pel punto JU, e 
cadere parte fra lUS e l’ arco ML, parte fra UT e l’arco ME, ed 
allora una silfalta tangente e la retta TS avrebbero il punto M di 
comune senza intersegarsi; il che è contrario alla natura della li- 
nea retta; e però TS dev* esser tangente nel punto M- 

pROPOSIZJONE XVI. 

252. Etttndo datoti fuoco di una curva contea, la direttrice 
eorritpondente, eia ragione determinante, trovare i punti d' tn- 
eoniro diana retta data colla cnrva.tenza che guesta tia detcritta 
(fig.55 ). 

Sol. Sia F il fuoco, TiL la direttrice corrispondente, ed AE la retta 
data, che incontra la direttrice in un punto Si prenda un punloC, 
e tirata CG perpendicolare alla direttrice, si divida CO nel punto S 
nella ragione data: poi fatto centro in C si descriva col raggio CS 
un cerchio. È manilesto che nel caso dell’ ellisse, qual è quello del- 
la Hgura, il cerchio accennato non incontra la direttrice, perchè de- 
v’ esser CS minore di SG\ ma nel caso della parabola sarà tangente 
alla diretirice, perchè allora CS = SG\ e Dualmente nel caso del*’ 
r iperbole taglia la direttrice, perchè CS risulta maggiore ài SG. 
IVondimcno in tutti tre i casi si applica sempre la seguente costruì- 
xione. 

Si conduca la retta CO parallela alla retta data AE, che incon- 
tra la direttrice in un punto O, e da questo punto si tiri OQ paral- 
lela alla retta AF, che passa pel fuoco. Possono accadere tre casi, 
cioè che la retta OQ incontri la circonferenza iie’ punti P, e Q, che 
sia a questa tangente nel punto 7/, o che non la incontri alfatto. 

Nel primo caso^ si tirino i raggi CP, CQ, e poi dal fuoco F sr 
conduca /l’d/ parallela a CQ, e F£ parallela a CP, i punti U, ed E 
saranno quelli, ne’ quali, la curva conica incontra la retta data. 

Infatti, si abbassi dal punto M sulla direttrice la perpendioolare 
MD. Essendo CG parallela a JUO, c CO ad AU, saranno suuili s 
triangoli rettangoli CGO, AIDA, onde si avrà 

MA: MD::Ca. CG. 

Parimente, essendo le rette CO, OQ, CQ, rfspeltivaraenle paral.- 


ad una lezione conica, quando ha con questa un sol punto di comune, ed ha 
fuori di questa stessa tutti gli altri punti. Ci sembra che dalle cose, che ab- 
liiam esposte intorn.i alla tangente, si possa (ncilmeiiti: deduwe che una siC- 
fatta dclinUionu non può uSMr mantenuta iicllo stato attuale delle scienze 
e.Blle, ma che doT’esser una delle cuiisi-guuiue della dclinuiooo della taa- 
gsulti, che ubliiam dota ( n"s46}. 
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lele aile relte AMt. AF, FU, saranno similii triangoli CQO,MAF, 
onde si avrà 

MA: FMy.Ca CQ. 

Paragonando questa proporzione colla precedente, ed osservando 
cbe CQ= CS, risulterà 

FM. MD :: CS: CG. 

Quindi la ragione di FM a MD è uguale alla ragione determi- 
nante, e per conseguenza il punto M appartiene alla curva data. 
Abbassando dal punto E una perpendicolare sulla direttrice, si di- 
mostrerebbe come sopra che questo punto appartiene alla stessa 
curva. 

Nel secondo caso, si vede facilmente che la tangente OH si può 
considerare come la posizione che prende la secante OQ, quando i 
due punti P e ^ d’intersezione si confondono nel solo punto H\ per 
conseguenza la retta AK si potrà considerare come la posizione che 
prende la secante AE^ allorché girando intorno al punto A della 
sua direzione primitiva, ì due punti d' intersezione M, ed E si con- 
fondono nel solo punto K, onde sarà AK tangente alla curva data, 
ed il punto K sarà il punto, in cui la curva medesima incontra la 
retta data. 

Finalmente nel terzo caso, è manifesto che il problema non si 
può risolvere. 11 che si doveva fare. 

253. Corollario.^c\ secondo caso .essendo simili i triangoli OCH, 
AKFi sarà l’angolo CHO = AFK\ onde risulta che. 

Se una retta AK. è tangente ad una curva conica in un punto 
R, ed incontra la direttrice NL in un punto A, le rette FK, FA 
condotte dal fuoco al punto di contatto, ed al punto <f incontro, 
sono perpendicolari fra loro. 

254. Scolio 1. Quando la retta data è parallela alla direttrice, il 
punto A trovasi airiniìnito, e però la costruzione fatta nella propo- 
sizione precedente non può sussistere. In tal caso si trovano i punti 
d'incontro della retta data con la curva per mezzo della costruzio- 
ne esposta ( n“ 233 ). 

255. Scolio 2. Se la retta data incontrasse la direttrice, ma pas- 
sasse pel fuoco, la costruzione esposta nella proposizione preceden- 
te neanco potrebbe sussistere. In tal caso, supposto che sia F' il 
fuoco, si prenderanno sopra la retta data AE i punti M, ed A’ in 
mudo che sia 

FM: MA : : FE: EA \ \ CS: CO, 

ed allora i punti accennati saranno quelli, ne’ quali la curva inter- 
sega la retta. Infatti la ragione di CS a CO si compone dalla ragio- 
ne di CS a CG, e di CG a' CO. Ma la ragione di CSa CG e data, 
perché è uguale alla ragione determinante, e la ragione di CGja 
CO-h pure data, perche essendo CO parallela alla retta data AK, è 
data r inclinazione di COsulla direttrice, e per conseguenza il trian- 
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colo rcilangolo CGO sarà dato di specie ( n” 24 )i Dunque è dato 
il rapporto di CS a CO, e peri» sarà ancora dato quello di F'M a, MA., 
o di F'E aA FA, onde i punti M, ed E dovriinno appartenere alla 
curva conica data, come è stato dimostrato ( n° 230 ). 

Proposizionk XVII. 

256. Essendo dato il fuoco, la direttrice corrispondente, ed m« 
punto di una curva contea, tirare una tangente in quel punto sen- 
za chela curva sia descritta ( (ìg. 54 ). 

Sol. Sia F il fuoco. iVZ la direttrice corrispondente, e un pun- 
to di una curva conica. Si tiri il raggio vettore FAI, e dal punto F 
t'innalzi sopra FM una perpendicolare, la quale incontri la direttrice 
in un punto Tt finalmente si congiunga questo punto col punto dato 
M, la retta EMT sara la tangente richiesta ( n“ 253 )- Il che si do- 
veva fare. 

257. Scolio È manifesto che la costruzione precedente si applica 
anche qiundo la curva è descritta. 

Proposizione XVIII. 

258. Essendo dato il fuoco, la direttrice corrispondente, ed una 
tangente, determinare la curva conica { fig. 54). 

Sol. Sia F il fuoco, NL la direttrice corrispondente, e TE una 
tangente della sezione conica, che si deve determinare. 

Si cuugiiinga il punto T, ove la tangente incontra la direttrice, 
col fuoco F, e da questo punto s'innalzi sopra FT la perpendicola- 
re FM,c\\e incontri la tangente in un punto M\ è manifesto (n®253) 
che questo sarà il punto di contatto, e per conseguenza sarà un pun- 
to della curva richiesta. Ciò premesso, si abbassino sulla direttrice 
le perpendicolari MP, FG, si divida l’ angolo A»' in due parti 
eguali per mezzo della retta MO, e finalmente si conduca sopra FG 
la perpendicolare OD', il punto D sarà il vertice dell'asse della cur- 
va. Infatti, nel triangolo PMF si è diviso l’ angolo PMF in due parli 
eguali per mezzo della retta MO, dunque la base sarà divisa nei 
segmenti OF, OP proporzionali ai lati adiacenti FM, PM, onde si 
avrà 

FO: OP : : MF: MP. 

Ma nel triangolo PGF, la retta OD parallela al lato PG divide 
gli altri due lati in parti proporzionali, vale a dire che si ha 

FO; OP : ; FD: DG, 

dunque paragonando questa proporzione con la precedente, si avrà 
MF; MP:: FD: DG, 


loa 
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c per comeguenM U raeione di FD > DG Mrà egiiats alla ragiona 
determinante, che h quella di MF a MP. Quindi il punto D tarà il 
Tertice deH’ane della curta, e questa resterà determinata. Il che si 
dorerà tare. 


Peoposgeionb XIX^ 

259. Le tanfenli AM, AM' condotte per gli ettremi di «na cor- 
da MM', cAe patta pel fuoco F di una tettane conica, concorrono 
nella direttrice NL , e</ let formano un angolo acuto nell" ellittc, 
rellonella paraiola, attuto nelF iperìxde fig. 55 ). 

Dim. Infatti, se pel fuoco F si conduca sulla corda MSf la pee- 
dendicolare FA, che incontra la direttrice in un pttnto A, le rette 
AM, AM' saranno tangenti alla sezione conica MEM' ( n* ‘253 ). 
Gtndotte poi le rette MD, M'D> pemndicolari alla direttrice, sarà 
nell’ ellisse il raggio rettore ’Af/’ minore , eguale nella para- 
bola, e maggiore nell iperbole della perpendicolare MD. Nel 
primo caso , i due triangoli rettangoli MPA, MDA hanno la stessa 
ipotenusa MA, ma il cateto MF è minore del cateto MD, per conse- 
guenza dorrà esser l’angolo FAT.lf maggiore dell'angolo coma 

si redo nella 6g. 56, dorè gli angoli AFM, ADMtoao iscritti in un 
semicerchio, che ha per diametro l’ipotenusa ^df.Quindi sarà l’an- 
golo DAM maggiore dell’angolo /’.i’Af. Nello stesso modo si dimo- 
strerà (fi. 55) che l'angolo DAM è maggiore dell’angolo FAM'y 
dunque la somma degli angoli DAM, DAM è maggiore dell’angolo 
MAM': ma questi tre angoli sono eguali a due retti, per conse- 
guenza l'angolo MAM deve esser minore di un retto. Si comprende 
ora perchè l’angolo MAM' der’esser retto nella parabola, ed ottuso 
nell iperbole. 11 che si doveva dimostrare. 

2G0. Scolio. La reciproca di questa proposizione è manifesta , 
vale a dire che se dti tati i punti della direttrice di una setione 
conica ti tirino delle coppie di tangenti, tutte le corde di contatto 
ti taglieranno in un solo e medesimo pnnto, che sarà il fuoco della 
sezione conica. 

Infatti, se si tirino le tangenti AM, AM', e si tirino i raggi vettori 
FM, FM', e la retta FA, gli angoli AFM, AFM' dovranno esser 
retti (n°253 ); e però i raggi vettori accennati formano una sola 
linea retta MM', che sarà la corda di contatto delle due tangenti (tr). 


(«) Partendo da questa proprietà ri può comprendere perchè alcuni geo- 
metri abbiano dato alla direttrice il nome di linea di tuhlimità, di cui fa- 
cemmo menzione nella nota (s). Infatti, in vece di dire; se dal punto A si 
tirino le tangenti dM, JM', essi sogliono dire; se dai punto A cartamo le tan- 
genti AM, AM ', e rons derano il punto A elevato al di sopra della curva, o 
come essi dicono, patto in siiilime. Ma mettendo da pirte questi nomi, che 
non più si adoperano nello istituzioni niodurne, giova osservare ebe la pro- 
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261. 7h una ttzùme eonha, qualsivoglia raggio vettore FMè 
uguale alla perpendicolare MP all’asse EP, prolungata finche in- 
contri in un punto Q la tangente condotta dal piede della diret‘ 
trice ( fig.'47, 48, e 49). 

Dim. Si congiunga il fuoco /’col punto di contatto C della tan- 
gente NQ, l’angolo NFC sarà retto( n® 253 ); e per conseguensa 
saranno simili i triangoli IÌFC, NPQ. Quindi si avrà la propor- 
zione. 

PQ - PN\:FC:FN- 

Ma per la proprietà fondamentale delle sezioni coniche ( n®224 ) 
si ha 

FM: PN : : FC: FN, 

dunque sarà PQ = FM. li che si doveva dimostrare. 

CAPITOLO VI. 

Trasjormaiione delle sezioni eomehe. 

262. Meritano di essere esaminate le circostanze, nelle quali una 
sezione conica cambia natura, o si trasforma in un’altra. Perocché, 
lo studio di siffatte trasformazioni fa conoscere il legame, che uni- 
sce le curve coniche fra loro, e sotto quali condizioni le proprietà 
dell’una divengono proprietà dell'altra. Lestezze trasformazioni ser- 
vono ancora a mostrare perchè certe proprietà competono ad una 
sezione conica, e non ad un’altra. Purtuttavolta giova avvertire che 
in questo luogo ci limiteremo a parlare delle trasformazioni accen- 
nate in un modo generale. 

263. È noto che se un cono retto SÀKB ( Cg. 40 ) si taglia con 
un piano AKB perpendicolare all’asse del cono, la sezione sarà un 
cerchio, che ha per diametro AB. Or se nel triangolo ASB, che 
passa per l’asse del cono, s’iscriva il cerchio GEF, é manifesto che 


prieti sopraccennata non appartiene alia Mia diretlrlce, ma appartiene an- 
cora ad altre linee rette in guisa che se da tutt'i punti di una di queste linee ai 
tirino delle coppie di langenti rd una sezione conica, le corde di contatto si 
tagliano tolte in un medesimo punto. E poiché le corde accrnnate sembrano 
girare intorno a queste punto a misnra che il punto, da cui partono te tangenti 
s’allontana di più in più snlla retta data;perció si é dato ad un tal punto il no- 
me di po/o, e quello di rotare alla retta, d i cui partono le taogenli. Quiudi 
qualche geometra ha proposto di dare a la direttrice il nome di polare focor 
te., perchè il polo coir spo ideate a questa retta è il fuoco della sezione co- 
nica. 


Di 
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questo ceivhio toccherà il diametro ÀB in un punto J?, che sarà il 
centro del cerchio AKBì e che la corda GF del cerchio GMF di 
conlatio della sfera GMEF cui cono sarà parallela al diametro AB. 
Quindi nel cerchio non ci possono essere ne'fuociii, ne’direttrici: 
nondimeno se si volesse considerare il cerchio come proveniente dalla 
sitnaticme, che prende il piano EMR ( lig. 41 )> che produce rellisse, 
allorché giunge ad esser perpendicolare aU’asse del cono, si potreb* 
he considerare il cerchio come un’ellisse, i cui due fuochi si sono 
riuniti nel centro del cerchio medesimo, e le direttrici si ritrovano 
all’inlinilo. Infatti, a misura che il piano secante MER si avvicina 
ad esser perpendicolare all’asse del cono, i due fuochi deU’elliase 
tendono a confondersi* in un solo, ed il piede iV della direttrice NL 
si allontana di più in più dal fuoco corrispondente; e per conseguen- 
za quando il piano MER diviene perpendicolare all’ asse del cono, 
i fuochi si confonderanno in un sol punto, ed il piede della direttri- 
ce si troverà ad una distanza infinita dal fuoco F, perchè allora sarà 
GG* parallela ad EE . Se dunque si consideri l’asse AB ( fig. 32 ) 
del l’ellisse ACBD come diametro del cerchio AEBLy questo cerchio 
medesimo si potrà considerare come il limite di tutte rellissi, .che 
hanno AB per asse comune. Si (fatto concetto giova a far conoscere 
come le proprielà deirellisse restano modificate, quando si trasfor- 
mano in proprielà del cerchio, e viceversa. 

'2(0, . Supponiamo ora che il piano MER ( fig, 41 ), che produce 
l’ellisse, si muova parallclelamente a se stesso, finché arrivi a pas- 
sare pel vertice S del cono. 

E manifesto che m tale situazione il piano accennato non incon* 
trerà alcuno de’ dne coni opposti SAB, Sa6; e per conseguenza l’el- 
lisse si ridurrà ad un punto, e cambierà natura. Ma se per l’oppo- 
sto si supponga che il piano EMB si muova parallelametile a se 
stesso verso la base del cono, allora si avrà una serie infinita di el- 
lissi tutte diverse nella CTandezza, ma non nella forma, vale a dire 
saranno tutte simili fra Toro. Infatti, vedemmo ( n“ 33 ) che per es- 
ser simili due curve devono esser limiti di poligoni simili di un nu- 
mero infinito di lati, ciascuno infinitamente piccolo. Or il cono retto 
essendo il limile di una piramide regolare di un numero infinito di 
facce, ciascuna infinitamente piccola, ne consegue che quando il 
piano secante, che produce l'ellisse, si muore parallelamente a se 
stesso verso la base del cono, tutlù l’ellissi, che ne risultano, sa- 
ranno tutte limiti di poligoni simili di un numero infinito di lati, 
ciascuno infinitamente piccolo, e però l'ellissi medesime saranno 
umili. 

265: Inoltre si vede che nel muoversi il piano MER parallela- 
mente a se stesso verso la base del cono, i triangoli ECP, EGN te~ 
stano sempre simili; e per conseguenza le rette EG,EN,o\\eto EF , 
variano in grandezza,ina il loro rapporto rimane sempre lo stesso. 
Quindi in tutte l’ellissi , che risultano dal movimento accennato, la 
ragione delerminauteè sempre lastessa. E poiché nell elli^ela ragioue 
determinante è uguale a quella deireccentricità al semiasse (u"223);e 
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(ulte l’elliwi si |H)ssono adattare ad un dato cono ( n” 239), si potrà 
conchiudore che 

Du 9 ellissi sotto simili, quando le loro eccentricità sono propor- 
zionali agli assi. 

266. & il piano secante ]UER ( fig. 42), clic produce l’iperbole, 
si muove parallelamente a se stesso, le iperboli, che ne risultano, 
saranno tutte differenti nella grandezza, ma non nella forma, vale 
a dire saranno tutte simili. Infatti, in tal caso gli assi o l’eccentri- 
cità variano,ma si dimostra come più sopra che le iperboli accennate 
sono lìmiti di porzioni di poligoni simili di un numero infinito di 
lati, ciascuno infinitamente piccolo. 

Quando poi il piano secante MER ( fig. 57 ) sarà giunto a pas- 
sare pel vertice S comune ai due coni opposti SjÌB, Saò, allora 
(n° 186 ) produce due rette indefinite SL, SD, che s’intcrsegano 
nello stesso vertice, onde l’ iperbole si trasforma in queste due rette, 
e cambia natura. Questa trasformazione merita di esser esaminata. 

267. Per i punti L, e Dai tirino al cerchio j4LB, base del cono, 
le tangenti LK, DG\ poi per le rette SL, LK si faccia passare un 
piano, come jiure per le rette SD, DG. È manifesto che questi due 
piani saranno tangenti alla superficie conica, e incontreranno il 
piano deU’ipcrbole MER secondo le due rette indefinite, ITO, c GO, 
che si tagliano nel puntoO. Or essendo paralleli i piani MER, DSL, 
gli angoli DSL, GOK dovranno esser eguali fra loro. Inoltre, es- 
sendo l«t rette GO , KO situate sul piano della curva e su i piani 
tangenti, ne segue evidentemente che prolungate esse rette indefi- 
nitamente dall' una e dall’altra parte non potranno mai incontrare 
nè l'uno, nè l'altro ramo deU’ipcrholo: o però queste rette sono 
quelle, che altrove (n®147 ) abbiara chiamate a«i«/o/» dell’ iper- 
bole. Infatti se uno de’piani tangenti SLK, ad esempio, si concepi- 
sca muoversi intorno alla retta di contatto SL verso la superficie 
conica, è evidente che in questo movimento il piano accennato ta- 
glierà il piano MER dell’ iperbole secondo una linea retta parallela 
alla linea OK\ c poiché il piano medesimo SLR cessa di esser tan- 
gente, e diviene secante, così risulta manifeslò che ogni retta tiraUi 
nel piano deH’iperboIe parallelamente ad <7A', dovrà segare la curia 
MER in un solo punto. Quindi la distanza compresa ItaOK c la cur- 
va sarà sempre minore della distanza compresa fra la stessa OK la 
sua parallela, per quanto piccola si voglia concepire questa seconda 
distanza. Da ciò risulta che le rette OK, OG s'avvicinano ai rami 
dell' iperbole per una quantità minore di qualunque assegnabile y 
senza poter mai coincidere con essi; e per conseguenza esso rctiis 

. sono assintoti dell’ iperbole. 

268. Dalle cose precedenti apparisce che le rette SD, SL pro- 
lungate indefinitamente dall’ una e tlall'altra parte si possono con- 
siderare come assintoti di tutte le iperboli , che vengono pmiotie 
dal piano yl/A’A, allorché questo si muove parallelamente a se stesso. 

E poiché i rami dell’ iperbole si trasformano nelle rette SD, SL, 
quando il piano accennato arriva a passare pel vertice S.cosi ne se- 
li 
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Igne che gli usintoti si ponono considerare come uti’iperi)Ole,il cui 
asse trasverso è nullo. 

269. Si deduce ancora dalle cose precedenti che 

Due iperboli sono simili, quando gli angoli assintotici sono éguali 
Jra loro. 

Or si vedrà in appresso che gli angoli assintotici sono eguali, 
quando le eccentricità sono proporzionali agli assi trasversi, per con* 
Bcgucnza si può conchiudere che 

Due iperboli sono simili, quando le eccentricità sono proporzio- 
nali agli assi trasversi. 

270. Se il piano MER ( fig. 4-3), che produce la parabola, u 
muove parallelamente a se stesso, le parabole, che ne risultano, sa- 
ranno tutte di diCferente grandezza , perchè saranno diverse le di- 
stanze del vertice dell’asse al fuoco; ma saranno tutte simili per le 
ragioni dette più sopra. Inoltre essendo il piano MER parallelo al 
piano, che tocca il cono secondo la retta SB, e potendosi ( n°243 ) 
ogni parabola considerare come prodotta dalla sezione di un dato 
cono con un piano, risulta manifesto che 

Tutte le parabole sono simili. 

271. Quando il piano MER si muove parallelamente a se stesso 
verso il vertice 6' del cono, la parabola MER si restringe di più in 
più verso il suo vertice £*; e quando poi il piano accennato sarà giunto 
a confondersi col piano taiigeute al cono, allora i due rami E.tl, ER 
(Iella curva si cunronderauno con la linea di contatto SB, e la para- 
bola cambierà natura. Ma quando il piano MER si muove verso la 
base del cono, allontanandosi dal vertice S, allora la curva si allarga 
(li più ili più verso il suo verliee E, ed i due rami EM, ER tendono 
a confondersi con la linea . che tocca la curva nello stesso punto E. 

272. Passeremo ora a vedere come una sezione conica si trasfor- 
ma in un'altra. 

Supponiamo che rcUisse (lìg.SS) la parabola£7A’, e l’iperbole 
abbiano lo stesso vertice E, e lo stesso fuoco Sia NL la diret- 
trice della parabola, sarà per conseguenza il piede TV" della 

direttrice deiriperbole dovrà cadere fra i punti E ed A, perché dev* 
essere in tal caso EF maggiore di EiS'. Per l’opposto il piede N" 
della diretlrice dell’ellisse dovrà cadere fra i punti TV ed A* , perché 
ncU’ellisse dev'essere EF minore di A’TV". 

Ciò premesso, fu dimostralo (n“ 228 ) che i quattro punti TV", E, 
F, E' sono armonici; per conseguenza se si supponga che il punto 
TV" s’avvicini al punto N, rimanendo fissi sempre il vortice E, ed 
il fuoco F, comuui alle tre curve, il punto E' conjugato al punto 
E dovrà allontanarsi da questo. Infatti, quando il punto TV" sarà 
giunto a confondersi con /V, il puuto E? si troverà ad una distanza 
infinitaidal suo conjugato E, perché allora (jiiesto punto sarà il punto 
di mezzo della distanza NF interposta fra 1 punti N e F (ii“ 102 ). 

Inoltre se al punto Fs innalzi sopra EF una perpendicolare, 
che incontri l'ellisse in v, la parabola in u', e l’iperbole in si ve- 
drà facilmente che dovendo essere ucirellissc la Fv minore di ATV", 
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perché si ha Fv: FN" \ : FE: EE" (n" 224), 

la perpendicolare Fv anderà crescendo a misura che il punto iV" 
s’avvicinerà al punto iV, c che si dovrà confondere con Ft/ , 
quando il punto N" sarà giunto a coincidere con iV. Quindi al- 
lorché l’asse EE' deU’ellisse diviene infinito, 1 ellisse ED si tra- 
sforma^ nella parabola EK. 

273. Seguitando a muoversi il punto N", appena avrà sojq)as- 
sato il punto N, e sarà giunto in un punto ly intermedio jii du«; 
punti N cd E, la perpendicolare Ftf anderà crescendo e si con- 
fónderà con /V", il punto conjugato ad E apparisce di bel nuo- 
vo . ma si troverà in E" in una direzione opposta a quella, in 
cui si trovava prima che il punto iV" fosse giunto a confondersi con 
N. Quindi la parabola EK si trasformerà ncH’iperbole EK!, E'K". 

274. Se il punto l\ì' , si supponga avvicinarsi al punto TV, l’i- 
pcrbolc varierà di grandezza, ed il raggio vettore Fv" anderà dimi- 
nuendo a misura che il punto A' si avvicinerà a N, Quindi il 
punto E', conjugato ad ^.‘si dovrà allontanare da iT; c per 
cmnseguenza il ramo E"K" dell’ iperbole si allontani'rà dal ramo 
EK', e Io stesso ramo K"K" si troverà ad una distanza infinita da 
EfC, ossia non esisterà più, allorché il punto A' sarà giunto a con- 
fóndersi col punto N, ovvero quando l'iperbole EK' sarà trasfor- 
mata nella parabola EK. 

275. Dallo cose precedenti si deduce che 

LaparaAola è il limite dell'ellisti, che hanno uno stesso ver- 
tice E, ed uno stesso fuoco F. 

Si può dire ancora che 

La parabola é un'ellisse, o uti iperbole, il cui asse trasverso 
è inSnito. 

Nondimeno é facile il vedere che la parabola non potrebb es- 
sere nel tempo stesso l una e l'altra. , 

276. Quando l’ellisse EDE si trasforma nella parabola EK , 
niun raggio vettore FD diviene infinito, perché dalle cose dette 
(n“ 255) apparisce che un ragitio vettore della parabola non può 
divenire iniiiiilo se non ne! solo caso, in cui si confonda con 
l’asse. Ma quando l’ellisse si trasforma nell iperbole A.’ fi', allora 
infiniti raggi vettori acquistano una lunghezza infinita, come é 
facile vedere immaginando che il raggio vettore A’ZJ sia parallelo 
ad un assintoto dell’iperbole EK'. Or siccome il punto E" si può 
concepire come prodotto dall'asse EE dell’ellisse, divenuto infi- 
nito, e preso in una direzione opposta a quella che prima ave- 
va, cosi gli altri punti del ramo E'K" deU’iperbole opposto al 
ramo EE si possono considerare come prodotti da que’ raggi 
vettori infiniti presi in una direzione opposta. Quindi siccome si 
può dire che la parabola è un'ellisse infinita, cosi si potrebbe 
dire che l iperbole è uti ellisse più che infinita, intendendo con 
questa espressione che quando l'asse deirellisse, ed i raggi vettori 
accennali sono divenuti infiniti, assorbendo tutto lo spazio dalla 
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parie ED , essi non possono più crescere che dalla parte opposta, 
dove , come abbiam detto, producono il punto e gli altri punti 
del ramo Ef'K" dell’iperbole opposto al ramo EK'. 

‘277. Finalmente, apparisce dalle cose precedenti che se rorigi- 
n({ delle coordinate si supponga situala nel punto E, ad una data 
ascissa EF corrisponderà nell'iperbole un'ordinata Ftf‘. maggiore 
dell’ordinata Fv' della parabola; e clic per conseguenza i rami del- 
r iperbole ^'allargano più de’rami della parabola. 
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278. Nel libro precedente abbiam considerato le curve coniche 
in un modo generale, e ci siamo limitati a parlare di alcune pro- 
prietà comuni ad esse curve. Paleremo ora a considerare ciascuna 
curva in particolare. < 


CAPITOLO I. 

Deir ellisse riferita agli assi. 

279. L’ellisse è stata fin qui riferita ad uno de’fuochi ed alla di- 
rettrice corrispondente; ma si può ancora riferirla ad un sistema di 
assi rettangolari. Prenderemo in primo luogo per asse delle ascisse 
l’asse A’A' (fig. 47 ) della curva, e per asse delle ordinate la tangente 
verticale j4B, o aio, cioè la tangente condotta dal vertice E, o dal 
vertice E', che sarà l’origine delle coordinale. In tal caso la perpen- 
dicolare JUP, abbassala da un punto JU della curva sull'asse EE, 
sarà l’ordinata di questo punto, e le ascisse corrispondenti saranno 
i segmenti EP, ed EP, ne’quali l'asse EE vien diviso dall’ordinata 
medesima. 


Proposizione I. 

0 

280. NelFellisse, il gwdralo di uriardinata MP aitasse VJrJ sta 
al rettangolo / 'elle ascisse corrispondenti, come il rettangolo dei ^ 
segmenti EF, FE', ne' qtusli t asse è diviso dal fuoco F, al quadralo 
del semiasse EO ( fig. 47.) 

Dim. Sia NL la direttrice corrispondente al fuoco F, ed ti il pie- 
de della direttrice medesima, da cui si conducano le tangenti late- 
rali NC, ND, le quali incontrano le tangenti verticali AB, ab nei 
punti A e B,a e b. Si prolunghi l’ordinala MP finche incontri le 
tangenti laterali ne’punti Q, e q: si tiri il raggio vettore FM, e si 
conduca la retta BG parallela ^l’asse EE. Finalmente si tirino le 
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rette, BF, F6, le quali formano una sola linea retta, perché si è di- 
mostrato (n“ 2S4 ) che EB~EF , ed £?6:=E'F 

Or essendo PQs=Pq, sarà Sq, la somma delle due rette PQ, PSy 
e SQ la differenza delle rette medesime. Quindi il rettangolo S QX. 
Sq sarà eguale al quadrato di PQ meno il quadrato di PS. Ma PQ 
è uguale al raggio rettore FM ( n° 261), e PS =/*/* per la simi- 
glìanza de’triangoli FPS, FE'b, dunque il retUngolo SQXSq ri- 
sulta eguale al quadrato di FM meno il quadrato di FP, ossia e- 
guale al quadrato dell’ordinata MP, per la proprietà del triangolo 
rettangolo FMP. 

Ciò premesso, i triangoli simili BSq, Bòa, e BSg, BbG, danno 

Sq‘ ab ; : BS: Bb, 

BS: Bb : : Bg. BG. 

e per conseguenza si avrà 

Sq'. ab'. \ Bg'. BG. 

Ma ab=2FE^, Bg=EP, e BG=EE‘, dunque sarà 

Sq: 2F£T::EP: EE^.... (I). 

Parimente, i triangoli simili MBb, SQb, e BbG, BSg danno 

SQ'.AB'.'.Sb: Bb, 

Sb : Bb I Gg: BG, 

e per conseguenza si avrà 

SQ'.ÀBwGg: BG. 

Ma AB=2EF, Gg=:PE', e BG^EE', dunque sarà 
SQ: ^EFy.PE': EE‘.... (2). 

Moltiplicando per ordine le dne proporzioni (1), e (2), si avrà 

SQxSq: ìEFxFE': lEPxPE' : JÈ" 

Or il primo conscguente di questa proporzione è il quadruplo del 
rettangolo de'segmcnti EF, FE', ed il secondo conseguente c il 
quadruplo del quadrato del semiasse EO: se dunque si prenda la 
quarta parte dell’uno e deiraltro conseguente, e si tenga presente 
che il rettangolo SQxSq è uguale al quadrato dell’ ordinata MPj^ 
si avrà 

MP': EFE' ’ ; EPE': JÈO*, c permutando 
. MP' : EPE' : : EFE' : EiP. 

11 che si doveva dimostrare. ' 

281. Corollario. Si deduce da questa proposizione che 
NeU'ellisse, i quadrati delle ordinale all'asse EE' stanno come i 
rettangoli delle ascLse corrispondenti. 
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Proposizione II. 

282. La retta CD, condotta dal centro 0 deltellìsBe perpendi- 
eolarmente all atse AB, divide in due parti eguali guahicoglia 
corda VIW parallela aliasse medesinio (ng. 59). 

Dim. Si conducano le ordinate MP, M'P perpendicolari all’asse 
la figura MPPM' è un rettangolo, e però essendo MP=:M‘P , 
devono essere ancora eguali i rettangoli APB, APB delle ascisce 
corrispondenti pel corollario della proposi ione precedente. Ma il 
rettangolo APB è uguale al quadrato di OB meno il quadrato di 
OP, perchè AP è la somma, e PB la difl'crenza delle due rette AO, 
ed OP-, e per la stessa ragione il rettangolo APB è uguale al qua- 
drato di AO meno il quadrato di OP, dunque sarà il quadrato di 
OP eguale al quadrato di OP, ovvero sarà OP=OP, vale a diro 
EM'. 11 che si doveva dimostrare. 

283. Scolio. Per questa proprietà si è dato alla retta CD il nome 
di secondo asse dcirellisse, perchè la proprietà Ae\ primo asse AB, 
cioè di quello, che proviene dalla genesi della curva, consiste ap- 
punto nei dividere in due parti eguali tutte le corde perpendicolari 
ad esso ( u" 234). 

Proposizione III. 

284. Jl secondo asse CD dell ellisse è minore dal primo asse AB 
(Gg. 59). 

Dim. Sia MP un’ ordinata al primo asse, e F uno de’fiiochi del- 
I ellisse. Potendosi il semiasse CO considerare come un’ordinata al- 
l’asse AB. sarà (n° 231 ) 

APB\:C(p: 

Ma da un’altra parte si ha ( n° 230 ) 

MP": APBWAFB. OlP, 

dunque sarà 

AFB. OB' : : C(/: OÌT-, e 

per conseguenza il rettangolo de’segmenU AF, FB, ne’quali l’asse 
AB è diviso dal fuoco /’è uguale al quadratodi CO.Ma il rettangolo 
accennate è minore del quadrato di AO, perchè è uguale al qua- 
drato di AO meno il quadrato di FO, essendo FB la somma, e FA 
la differenza delle due rette AO. e FO, duni|uc sarà il quadrato di 
CO minore del quadrato di AO vale a dire sarà CO minore di AO, 
o infine CZl minore di AB. 11 che si doveva dimostrare. 

285. Scolio. Si può ora comprendere perchè si sia dato al scen- 

do asse dell ellissc U nome tU asse minore, cd al primo quello di 
asse vwggiwe. , . 
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286. Coro//ario.Appariscc dalla dimostrazione precedente che 

Nell'ellisse, il quadralo del semiasse minore CO è uguale al qua- 
drato del semiasse maggiore AO meno il quadrato mU' eccentrici- 
tà ¥0. 

PhOPOSIZIONE rv. 

287. NelVellisse, il quadralo di un ordinata ME, perpendicolare 
aitasse minore CD, sta al rettangolo CED delle ascisse corrispon- 
denti come il quadrato del semiasse maggiore OD al quadratq del 
semiasse minore CO ( Gg. 59. ) 

Dim. Essendo j4P la somma delle due rette AO, OP, e PB\e dif- 
ferenza delle stesse rette, sarà il rettangolo APB eguale al quadrato 
di AO, o di OB, meno il quadralo di OP-, e per conseguenza (n“ 40) 
sarà il quadrato à'i^OP eguale al quadrato di OB meno il rellangolo 
APB. Similmente, èssendo DE la somma, e CE la diil'crcnza delle 
due rette OC, OE, sarà il rettangolo CED eguale al quadralo di 
OC meno il quadrato di OE. 

Ciò premesso, essendo MP, CO ordinate all’asse AB, «d essendo 
MP= OE, si ha la proporzione 

ÒE‘-. (Tif W APB: 

c dividendo risulterà 

OC”: OC’ — ÓA” : : oi?’: Ofl* — APB, , 

ovvero 

OC*: CEDWÒB: WN. 

Ma OP= ME, dunque sarà in fine 

ME’:CED::m’:Cd^. 

Il che si doveva dimostrare. 

288. Corollario I. Dalle proposizioni precedenti si può dedur- 
re che 

Nelt ellisse i quadrali delle ordinate ad uno degli assi stanno 
fra loro come i rettangoli delle ascisse corrispondenti, 

289. Corollario II. Si può dedurre anche che 

Nelt ellisse, il quadrato delt ordinata ad uno degli assi sta al 
rettangolo delle asci ise corriipondenti,come il quadrato della metcs 
delt altro asse al quadralo della metà del primo. 

290. .Sco/io.Qucsfultimo teorema olfrcilmezzodi riferire rdlissc al 
centro ed ai suoi assi, vale a dire di prendere il centro come origi- 
ne, ed i due assi dell'ellisse come assi delle coordinale. Infatti, se sì 
|>renda l’asse maggiore AB come asse delle ascisse, e l’asse minore- 
Cl) come asse delle ordinate, le coordinale del punto M saraiuu» 
OP, PM, e si avrà allora i 
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iifi'-. àPB ! ; co*: OB'- E poiché il rettangolo ÀPB è u- 
guate al quadrato di OB meno il quadrato di OP, cosi si dico che 

Nell ellisse, il quadrato di un'ordinata MP sta alla differenza 
de' quadrati del semiasse OB, e delt ascissa OP computata dui cete- 
tro, come il quadrato del semiasse minore al quadrato del semiauc 
snaggiore. 

Si vede poi facilmente che si potrebbe prendere per asse delle 
ascisse l'asse minore dell'ellisse, e per asse delle ordinate l’asse mag- 
giore, e si avrebbe un teorema analogo al precedente. 

PnoPOSiziOKE V. 

291. Gateun asse dell’ ellisse divide questa curva in due parti e- 
guali (fig. 59). 

Dùn. Siano JB, C0gli assi dell'ellisse, e MP, NP due ordinale 
all’asse maggiore AB, corrispondenti ad una medesima ascissa OP 
computata dal centro della curva. Essendo retti gli angoli MPO, 
NPO, ed essendo MP eguale a NP, ne consegue che se la parte in- 
feriore AUB deU'ellisse si faccia girare intorno ad AB iinchè si ap- 
plichi sulla parte superiore ACB, il punto N dovrà cadere in M, e 
similmente si dimostra che tutt’i punti dall’arco dovranno coin- 
cidere con tutt’i punti deH’arco ACB. Parimente si dimostrerà che 
l'arco CBD coincide con l’arco CAD. 11 che si doveva dimostrare. 

292. Scolio. Da questa proposinone e dalle precedenti apparisce 
manifesto il perchè siasi dato ai due assi deU'ellisse il nome di assi 
eonjugati. Infatti, ciascun asse divide in due parti eguali tutte lo 
corde parallele all'altro, . divide la curva in due parti eguali, ed il 
quadrato dell’ordinata ad uno degli assi sta al rettangolo dello ascisse 
corrispondenti come il quadrato della metà deU'altru asse sta al qua- 
drato della metà del primo. 

PuoPosizionE VI. 

293 Nell ellisse, le ordinate all’asse maggiore starno alle ordi- 
nale corrispondenti del cerchio descritto su quest asse come diame- 
tro nel rapporto costante dell' asse minore al maggiore ( lig. CU ). 

Dxm. Sull asse maggiore AB dcirellisse ACBD come diametro si 
descriva il cerchio ALBS- La circonferenza di questo cerchio non 
iioirà incontrare I ellisse in alcun punto, onde sarà circoscritta al- 
l’ellisse medesima. Infatti, se un punto M deirdlùse potesse esser 
comune ali’cllisse ed alla circonferenza, il quadrato dell'ordinata MP 
sarebbe uguale, per la {proprietà del cerchio, al rettangolo APB. Ma 
per la proprietà deirellisse lo stesso quadrato di MP sla al rettan- 
golo APB come il quadrato del semiasse minore OC al quadrato del 
semiasse maggiore OB, dunque sarebbe OCt=CHi, ed allora rellissc 
vi coufouderublie col cerchio, il che non può guss.stere. 

13 
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' Ciò premesso, il quadrato delPordinaU NP h ugual* al rettangolo 
'APB, per la proprietà del cerchio, per couseguenzà sarà 

jfp*: /V?* : : ok‘. 


OTTCrO 

MPi NP OC: OB. D che si do' eva dimostrare. 

294>. Scoilo. Se sopra l'asse minore CD come diametro si descri> 
Va il cerchio CRD^ si dimostrerà nel modo precedente che la cir* 
conferenza di questo cerchio non può incontrare l’ ellisse in alcun 
punto, onde sarà iscritta all’ ellisse medesima. Quindi si potrà con* 
chiudere che 

JVeil’ eìlùie U ordinate ad imo degli as.xi sono proporzionali alle 
ordinate corrispondenti del cerchio deseiitio su guest’ asse come 
diametro. 

295. Corollario. Se si conduca il raggio ON, questo sarà mag- 
giore della retta OE, che unisce il centro dell'ellisse con un punto 
del sno perimetto, ossia sarà OE minore di OB. Per l’opposto sarà 
OE maggiore di OR, ovvero di OC', e per conseguenza 

Nell’ ellisse, il semiasse maggiore è la massima fra tutte le rette 
condotte dal centro al perimetro delT ellisse, ed il semiasse minore 
è la minima. 


Proposizione VII. 

296. Essendo datigli assi, descrivere rellissè per punti (Bg. 60). 

Sol. Sull’asse maggiore jdB come diametro si descriva il cerchio 
’jdLBS, e sull’aMe minore CD come diametro si descriva il cerchio 
CRD. Si conduca un raggio ON, e dal punto N si abbassi sopra ydB 
la perpendicolare NP. b inalmente, dal punto B, ove il raggio ON 
incontra la circonferenza minore, si conduca la retta BM parallela 
ad .dB, il punto M, in cui questa parallela incontra la perpendico- 
lare accennata, sarà un punto dell ellisse richiesta. 

Infatti si ha 

MP. NP : : OB : ON -, 

Ma ORsaOC, ed ONs=OB, dunque sarà 

MP. NP ::OC:OB',e 

K irò per la proposizione precedente il punto Af appartiene all’ellisse. 

ipetendo la stessa costruzione, vale a dire tirando quanti raggi si 
vogliono nel cerchio MBS, si avranno quanti punti si vogliono 
deu'ellisse, che si riuniranno con una linea continua. II che si do- 
veva fare. 

jillra Soluzione ' 

297. Da un punto qualunque F (Cg. 61) preso sopra uno degli 
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assi, per esempio, sull’asse minore CD, e con un raggio eguale alla 
somma de'due semiassi, OB, OC, si descriva un arco di cerchio, che 
tagli l'altro asse in un punto E: si conduca la retta VE, e si prenda 
ME eguale al semiasse maggiore OB, il punto M sara un punto del* 
Tellissc richiesta. 

Infatti, dal punto accennato si conducano le ordinale MP, MQ ai 
due assi, si avrà 

Q0\ QV\ : ME-. MF. 

Or QO=MP, MEnsOC, e MF=OB-, per conseguenza sarà 
MP-. QFy.OC: OB, 

ovvero 

lìFi fjy* : : Oc': Cè’. 

Ma pel triangolo rettangolo MQV si ha QF'=1ÌS‘—Ji(]^. 
ed è poi MQ= OP, dunque sarà 

ffFi ob’—oìF : : oc': ob'-, 

e però ( n® 290 ) il punto M appartiene aU'ellisse. 

Quindi se si prenda una riga FE di una lunghezza eguale alla 
somma de'^emiassi OB, OC, e su questa riga si noti un punto M tale 
che sia FM=BO, muovendosi essa riga nell’angolo BOK in guisa 
che i suoi punti estremi si trovino sempre sopra i due semiassi, il 
punto jW descriverà la quarta parte defl’dlisse, ossia l’arco CMB. 
Le altre parli si avranno facendo muovere la riga medesima negli al- 
tri angoli, che gli assi fanno fra loro. 

Tersa Sol'istotie 

298. Da un punto qualunoue F (Rg. 62) preso sulF asse mino* 
re, e con un raggio eguale alla diflferenza de'scmiassi OB, OC si 
descriva un arco di cerchio, che tagli l’altro asse in un punto E. 
Per i punti F, ed E si conduca una retta, sulla quale si prenda una 
parte MF = OB, si punto M sarà un punto deU'ellisse richiesta, il 
che si dimostrerà come nella soluzione precedente. 

Se dunque si prenda una riga FAI di una lunghezza eguale al se- 
miasse maggiore OB, ed in essa si noti un punto E, tale che sia FÈ 
=OC, muovendosi la riga medesima nell’angolo BOC in modo che 
i punti F, ed E si trovino sempre situati sopra i due assi, il punto M 
descriverà l'arco CMB. Gli archi rimanenti si avranno facendo muo- 
vere la riga negli altri angoli. 
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CAPITOLO ir. 

Dei Peli' tse riferita al parametro 

299. Definizione. Si chiama parametro d un asse dell'ellisse la 
terza proporzionale in ordine a quest’asse ed al suo conjugalo. 

300. La voce parametro deriva dal greco, e significa modulo o 
misura, perciiè col suo mezzo si può valutare il rapporto di un’or* 
dinata al rettangolo delle ascisse corrispondenti. Infatti (fig. 63), 
sia ABVe.'i%e maggiore, e CD Ifasse minore di un’ellisse, e sia MF 
un’ordinata al primo asse: chiamando Pii parametro di quest’asse, 
si avrà per la definizione precedente 

AB: CD \ \CD:P, 

dalla qual e si deduce, per la proprietà della proporzione contiaitn, 

TF : CIf ; : AB: P. 

Ma il quadrato di AB sta a quello di CD come il rettangolo delle 
ascisse AF, FB al quadrato dell ordinata dfP, dunque sarà 

AFB: ; : AB: P. 

Or un rapporto é conosciuto quando è espresso da due linee date 
di grandezza , dunque per mez/o del parametro si può valutare il 
rapporto del quadrato di un'ordinata al rettangolo delle ascisse cor* 
rispondi'nti. 

391. Dalle cose precedenti apparisce che essendo nel cerchio il 
quadrato di un’ordinata al diametro eguale al rettangolo delle as- 
cisse corrispondenti, il parametro sarà eguale allo stesso diametro; 

302. Abbenchè si possa ottenere per mezzo del parametro la piti 
semplice espressione del rapporto del quadrato di un’ordinata al ret- 
tangolo delle ascisse corrispondenti, nondimeno una sifiàtta valuta 
sì può applicare soltanto all'clliase, ed all’iperbole, e non mai alla 
parabola, perchè questa non avendo centro non può avere assi con- 
iugati. Quindi a fine di mantenere l’analogia f^a le tre curve co- 
nicJie convien determinare la relazione, ch’esiste fra il quadrato di 
un’ordinata all’asse ed il rettangolo dell’ascissa nel parametro, sup- 
ponendo che rpriginc delle coordinale si trovi al vertice dell'asse 
medesimo. Con questa relazione la curva conica si troverà riferita 
al parametro, perchè dando all’ascissa un valore ad arbitrio, la sola 
conoscenza del parametro darà il valore deirordinata corrispondente; 
e però tull’i punti della curva saranno determinati. La relazione ac- 
cennata trovasi espressa per reliìssc nella proposizione, che segue. 

Paoposizione: Vili. 

303. NtlPellitse, il guadrato di un'ordinata ad uno degli assi è 
uguale al rettangolo dtUMeissa nel parametro di esso asse , meno 
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il reUangolo contenuto iaWatcitta medeima, e da una quarta pro- 
porzionale in ordine alt atte, al parametro, edalfatcitta (fig. 64). 

Dim. Sia AB l’asse maggiore deU’elIitse. Dal Tertìee A s’innalii 
aopra AB la perpendicolare AK ^uale al parametro dell'asse ac- 
cennato, e si congiunga il punto K coll'altro Tertìee B per messo 
della retta KB, che incontri l’ordinata MP nel punto L, si avrà 
( n“ 300 ). 

jn>*: APBy.AK: AB. 

Ma per la simigliansa de’triangoli AKB, LPB, le rette AK, AB 
sono proporsionali alle rette LP, PB, e queste stanno fra loro come 
il rettangolo di LP in AP al rettangolo di PB nella stessa AP, dun- 
que si atri 

APB V.LPA. APB-, 

e per conseguensa sari 

eP‘r=zLPA. 

Ciò premesso, ti conduca la retta AO parallela a KB, risulleri 
AB. AK\\AP. PO. 

Quindi la retta PO è una quarta proporzionale in ordine all’asse. 
al parametri', ed all ascissa. 

Ur la reità LP é la dìifereuza delle due rette LO, e PO-, per con- 
seguenza il reiiangolo di LP in PA sari eguale al rettangolo di LO 
in PA meno il rettangolo di PO nella stessa PA. Ma il rettangolo di 
LP in PA è uguale al quadrato deU’ordinata JUP, dunque ti arri in 
fine 

MP‘=LOxAP—APxPO. 

11 che si doveva dimostrare (z). 

304. Scolio. Dalla relazione precedente apparisce che se si pren- 
da per misura del quadrato dì un'ordinata il rettangolo deH'ascissa 
nel parametro, esso quadrato ti troverà in difetto nell'ellisse, vale a 
dire , sarà minore del rettangolo accennato. Ed ecco perché Apol- 
lonio diede il nome di ellisse alla curva conica , di cui parliamo. 
Partendo dalla proprietà fondamentale e comune alle tre curve co- 
niche vedemmo che nel caso dell'ellisse la ragione determinante era 
in difetto, cioè era di minore disuguaglianza. Apollonio non co- 
nobbe quella proprietà comune alle tre curve, e però fu obbligato 


(x). È questa Tequazione al parametro, che si trova ne’trattati di applica- 
zione dell algebra alla geometria, dove vien espressa nel modo ebo segue. 

y'=px— 
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a ricorrere al parametro ,, onde paragonare fra loro le tre curve 
medesime. 

* 305. Corollario. 1. Dalla proposizione precedente si deduce che 
il quadrato di un’ordinata JfP ad uno degli assi è uguale al rettan- 
golo contenuto dall’ascissa .4P e dalla stessa ordinata prolungata sino 
alla retta BK, che unisce un vertice B dell'asse coU’estremo K della 
tangente 4K condotta per l’altro vertice di una lunghezza eguale al 
parametro dell'asse medesimo. Per questa proprietà si è dato alla 
retta BK il nome di Segolalrieo dellellisse. Quindi 

Nell'ellitte titi ordinata MP ad un'atto è media proporzionale fra 
fateitta AP, e l ordinata PL della regolatrice 
' 806. Corollario 2. Si può dunque descrivere la regolatrice sensa 
conoscere il parametro deU’asse JB. Infatti basta trovare una tersa 
proporzionale PL in ordine ad un’ascissa aP ed all'ordinata corri- 
spondente MP di un qualunque punto M deU'ellisse. 

307. Corollario 3.- Si deduce ancora che la parte ÀK della tan- 
gente verticale, compresa fra il vertice 4 dell'asse e la regolatrice, 
è uguale al parametro dell’asse medesimo (a') 

Paoposizione IX. 

308. NeKelUttt, la corda tirata per un fuoco , perpendicolar- 
mente all' atte maggiore, è uguale al parametro di guesto medttàno 
atte (6g. 63)- 

Dim. Sia 4B l'asse maggiore, ed il punto P uno de’ fuochi del- 
l’ellisse. Dico che la corda àlFN, perpendicolare ad 4B, è uguale 
al parametro di 4B.. Infatti, per la proprietà deU’ellisse si ha 

Mì^: CO' ; : 4FB: ÒB*. 

Ma il rettangolo 4FBt= "EiP ( n” 284 ), dunque sarà 
»/’*: ; : CO*: Oti', 

ovvero 

MF-, CO ‘.\C(hOB, 

o che vale lo stesso 

MNCDWCD.4B, 

e per conseguenza la corda MN è una terza proporzionale in ordine 
all'asse maggiore ed all’asse minore, ossia è uguale al parametro del- 
l'asse maggiore. 11 che si doveva dimostrare. 


(*<). Gli anticlii davano al parametro il nome iì.lato retto, ed alPasse 
mi^siore quello di tato Iratrtrto, perché li consideravano ambidne come 
lati di un rettangolo, che chiamavano figura delloue. La regolatrice corci- 
aponde ad una diagonale di questo rsltangolu. 
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* CAPITOLO HI. 

Dt' fuochi 9 delle direttrici ddtelUtso. 

309. Intorno ai fuochi dell' ellisse si è dimostrato primieramente 

che le distarne di qualsivoglia punto deH’ellisse ad uno de’fuochi cd 
alla direttrice corrispondente stanno nel cosUnte rapporto deU’eccen* 
triciti al semiasse maggiore, o pure dell asse maggiore alla disUnza 
delle due direttrici ( n“ 228, e 229). In secondo luogo ahblam ve- 
duto ( n“ 286 ^ che il quadrato deir eccentricità è uguale alla dilfe- 
rema de’quadrati de' due semiassi; e finalmente che la corda tirala 
per uno de fuochi perpendicoUnrenle all'asse maggiore è uguale al 
parametro di questo medesimo asse. Queste proprietà servono di fon- 
damenlo alla teorica de fuochi dell ellisse, che sarà esposta in aue- 
sto capitolo (b*), ■ ^ 

PaOPOSIZIONE X. 

310. Essendo dati gli assi delV ellisse, trovare i fuochi (Gg. 63). 

Sol. Siano AB, CD gli assi dell’ ellisse. Da un estremo ^dell’asse 

minore come centro, e con un raggio eguale al semiasse raaggiwe 
SI dwcriva un arco, che taglierà l'asse maggiore l'n due punti F, e 
/ , I quali séno i fuochi ddl'elh'sse. Infatti se si congiunga il punto 
C col punto F , risulterà il triangolo retUngolo COF, e però il qua- 
drato di OF sarà eguale alla differenza de’ quadrati di CF, e di CO. 
Ma per costruzione CF è uguale al semiasse maggiore, e CD c il se- 
miasse minore, dunque ( n“ 286 ) C/'é uguale abT eccentricità, ossia 
Il punto /"è un fuoco dell’ellisse Similmente si dimostrerà che il 
punto /'è l’aliro fuoco dell’ ellisse. Il che si doveva fare. 


Proposizione XI. 

3 , 1 Essernk dati i fuochi, e f asse maggiore delT elUsse,costruire 
la ibretirice di ciascun fuoco ( fig. 47 ). 

Sol. Sia F uno de’ fuochi, ed EE l’asse maggiore delf ellisse. 
A partire dal centro Odi questa si prenda sul prolungamento del- 


„ ^ poma di quealo proprietà » trova come defi Dizione del fuoco del- 

1 ellisse m alcuni trotUli di geometrìa analitica. La seconda é una conse- 
guenza imme iuU della definizione dello stessa fuoco data da Apollonio.L’ul. 
tioia si trova pure come definizione del fuoco io alcuni trattati sintetici di se- 
aiaoi coniche, come quelli di Nicolà da Martino, e di Cagnolt. Noodiuieno 
queste defimaiooi hanno il grave inconveniente di comiderare i fuochi e lo 
direttrici come discesi dalle nuvole. L’asse maggiore, i fuoc hi, o le direttrici 
sono strettamente ligati fra loro; e però devono avere una csneù comune, 
come ahbiam fallo ( o ti4 ) adoperando il cono retto. 
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Tane accennato una parte ON eguale alla terza propmionale in or- 
dine all'eccentricità OF ed al semiasse maggiore OE, il punto 
(n° 229) sarà il piede della direttrice corrispondente al fuoco F, e 
però la direttrice richiesta sarà la perpendicolare NL all'asse mag- 
giore BE'. Il che si doreva fare. 

312. Seolio. Si potrebbe ancora ottenere il punto iV in questo mo- 
do. Si conduca l’ordinata CF, al punto fs’ innalzi sopra EF una. 
perpendicolare Ej4 = EFy e finalmente si tiri la retta CÀ: questa 
incontrerà l’asse maggiore in un punto, che sarà il piede deUa di- 
rettrice. Infatti, si ha 

CF.’FN .: EF: EN. 

PbOPOSIZIOKK xn. 

313. Nelfellitteyil minimo tra tutfiraggi vettori i quello che ter- 
mina al vertice più vicino delT atte magiare, il mattàno è guello 
che termina al vertwe più lontano. I rimanenti tono tanto ptùpùt- 
eoli, opiù grandi, quanto più «’ avvicinano a quetto, o quello ver- 
tice i punti della curva, ne' quali vanno a iemùnare ( fig. 47 ). . 

Dim. Si è dimostrato (n° 26 1 ) che ogni raggio vettore FM è uguale 
all’rvdinata all’asse maggiore condotta du punto Me prolungata 
sino alla tangente tirala all' ellisse dal piede N della direttrice NL. 
Quindi il raggio vettore FE=EA, il raggio vettore FE' — Eby 
e tutti gli altri raggi vettori saranno rappresentfti dalle perpendico- 
lari abbassate sull asse maggiore da tutt’i punti della retta M, e per 
conseguenza il teorema enunciato risulta manifesto. 11 che si doveva 
dimostrare. 

Pboposizioue XIU. 

814. Neltdlitte, la tomma dir aggi vettori tirati dai due fuochi 
a un punto qualunque della curva è uguale alTatte maggiore{n%.&à). 

Dim. Ad un punto M dell'ellisse si tirino i raggi vettori FM, F'M. 
Dico che la somma di questi raggi è uguale all'asse maggiore AB. 
Infatti, siano NL, NL' le direttrici corrispondenti ai. fuochi F, e F*, 
e si conduca dal punto df una retta parallela all'asse AB,rhe incontri 
le direttrici ne’punti B eR'. Per la proprietà foudamentale dell'ellisse 
( n”2^ ) si avrà 

MF: MR'.'.MP: Mlf. 

Ma in ogni proporzione la somma degli antecedenti sta a quella 
de’cooseguenti come un’antecedente al suo conseguente , dunque 

sarà 

MF.^MP:MR-\-MR' : : MFi MR. 

Or la ragione di MF a MR è uguale a quella dell’asse AB alla di- 
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stanza A’^V* delle due direttrici ( n“229 ); ed è poi 
per conseguenza si avrà 

MF-^MF<-. AW': : ÀB: NN>, 

vale a dire sarà 

HIFJ^MF'=ÀB. Il che bisognava dimostrare. 
Proposizione XFV. 

315. Se un punto è situato fuori, o dentro dell ellisse., la somma 
delle rette condotte dai due fuochi a questo punto, sarà piti gran- 
de nel primo caso, e più piccola nel secondo, dell asse maggiore 
(Ug. 66). 

Dim. Sia Ti un punto situato fuori dell'ellisse, da cui si tirino ai 
due fuochi le rette NF, NF', e si cougiunga MF. Nel triangolo 
IVJBF la somma de’due lati NM, IV F è maggiore del terzo lato À/F, 
dunque aggiunta di comune la retta MF', sarà la somma dello duo 
rette IVF, IVF' maggiore delle dne MF, MF, ovvero dell'asse mag- 
giore 11 che si doveva dimostrare in primo luogo. 

Sia in secondo luogo un punto N' situato dentro deH’ellissc, c si 
congiunga J\i'F. Nel triangolo N'MF il lato N'F è minore della 
somma degli altri due lati IV'M, MF. Quindi aggiuiila di comune 
la retta IV'F' sarà la somma delle due rette IV'F, N'F' minore della 
somma delle due MF, MF', ovv^ detrasse m.iggioro. Il che si do- 
veva dimostrare. 

Proposizione XV. 

316. Essendo datìi fuochi, e lasse maggiore dell ellisse, descri- 
vere la curva per punti (lìg. 66). 

Sol. Si faccia centro in F, e con un raggio FM eguale a BE, 
che sia minore del semiasse maggiore, si descriva un arco di cerchio; 
poi si face a centro io e con un raggio F'M eguale ad jdE, che 
è la differenza fra l'asse maggiore ydB ed il primo raggio BE, si de- 
scriva un secondo arco di cerchio, che incontrerà il primo in un 
punto M, che evidentemeule appartiene aU’ellisse richiesta, perocché 
per la cosiruzione fatta la somma delle rette MF, MF' è uguale al- 
l’asse AB. 

Illpetendo la stessa costruzione con diversi raggi, si potranno 
determinare quanti punti si vogliano deH'elliase richiesta, i quali es- 
sendo riuniti a mano con una linea daranno un’ellisse tanto più esat* 
ta, quanto sarà più grande il numero de' punti, che si saranno detor- 
uiiuati nel modo accennato. Il che si doveva fare. 
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PHOPOSlZIO^F. XVI. 

317. Ettendo dati i fuochi e l asse maggiore-, descrivere rellisse 
con moto continuo (Tig. 67.) 

SnI.Sì prenda iin filo di onn liiiiglit'zza renalo all'asse dato yfB, e 
le sue estremità si altaceliino ai due fuochi A’, e A’', per mezzo di 
due spille. Ciò fatto si estenda il (ilo con uno stiletto, il quale si fac> 
eia girare sempre col Glo teso: allora lo stiletto deseriver.\ una curva, 
che sarà l'ellisse richiesta. Infatti in ogni punto AI della curva la 
somma dei raggi vettori iWA’, -l/A ' si trova sempre uguale all'asso 
AB. Il che si doveva fare. 

318. Scolio- Quando la curva dev'essere descritta sul terreno, si 
pianteranno ai fuochi F-, P due pinoli, si prenderà una corda di 
mia lunghezza eguale all'asse maggiore AB, e con un terzo pinolo 
si estenderà la corda. La curva si descriverà come sopra; nondime- 
uo giova avvertire che quando l'eli.sse dev'essere descritta sulla carta 
si dovrà preferire la descrizione per punti, perchè non si può esser 
sicuri che la tensione del iilo prodotta dallo stiletto sia sempre uni- 
formo, vale a dire che le due p.vrli, nelle quali il fila vien diviso dallo 
stiletto, non siano ora più lunghe, ed ora più corte di quello che 
dovrebbero essere. 


PllOPOSIZlONE XVII. 

319. Nell'ellisse, ogni raggio rettore è aguale al semiasse mag- 
giore, più, o meno una gnor /a pr-ifiorzionale in ordine allo stesso 
semiasse, ali eccentricità, ed ali ascissa compitata dal centro 
( Kg. K7. ) 

Dim. Sia FM un raggio vettore dell ellisse, e siano OP, PM te 
coordinate del punto AI. Sull'asse maggiore AB si prenda una parte 
BU eguale al raggio vettore F.U, e si eongiunga il punto Mcoll’al- 
tro fuoco P. l’er la proprietà del triangolo rettangolo, il quadrato 
di AIP è uguale alla differenza de’qiiadrati di MF' c di PF', ed alla 
difl'erenza dc'quadrali di MF, e di PF. Quindi la prima differenza 
è uguale alla seconda, cioè 

ITF'—PP'=MP—PP, 

ovvero ( n° *0 ). 

mP'—mp=pp'—Ff*. 

bla la differenza de’quadrati di due rette è uguale al rettangolo 
fatto sulla somma e sulla differenza delle stesse rette, dunque sarà il 
rettangolo fatto sulla somma e sulla differenza de' raggi vettori JUF'^ 
e. MF eguale al rettangolo fatto sulla somma e sulla differenza delle 
rette PF', c PF. Or la somma raggi vettori è uguale al doppio del 
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semiasse maggiore AO, c la dilierenza a quella delle rette AD, DB, 
ovvero al doppio di OD: e la somma delle rette W’, PF è uguale 
al doppio dell'eccentricità OF, e la dilferenza al doppio di OP, dun- 
que sarà 

AOxOD=OFxOP, 

e passando daU’cguaglianza alla proporzione si avrà 

AO: OF::OP: OD, 

vale a dire sarà OD una quarta proporzionale in ordine al semiasse 
maggore, aircccentricità, ed all'ascisse computata dal centro. Ma 
DB, o FM, è uguale alla dilferenza delle rette (7/i, 0/) dunque sarà 

MF=0B—0D. 

Se il punto tV si trovasse a sinistra del punto 0, allora O/) diver- 
rebbe negativa, c si avrebbe 

MF—OB-\-OD. Il che si doveva dimostrare.- 

320. ‘Scolio I. Altrove ( n“ 261 ) abbiain dimostrato che ogni rag- 
gio vettore di una sezione coniea è uguale all’erdinata all’asse tirala 
p<<r l'cs remo di detto raggio, e prolungala sino alla tangente con- 
dotta alla curva dal piede della direttrice. Ma la relazione 

MF=0U—0D. 

offre il mezzo di determinare la lunghezza del raggio vettore iudipen- 
dentcmciitc dall’ oniinata, o per meglio dire, offre il mezzo di ronsi- 
derare come ordinala della curva lo stesso raggio vettore. Infatti, 
ama curva si |>uò non solamente riferire ad un asse delle ascisse j>er 
mezzo di ordinate parallele , ma ancora a qualsivoglia altro siste- 
ma di linee proprio a determinare i dilfereiiti punti di detta cur>a. 
Quindi la relazione accennala fra il raggio vettore MF, ed O'K 
ovvero fra MF e l'ascissa OP, può «‘sserc adoperata a deleriniuare 
tiitt’i punti deli’ ellisse , cd avere col suo mezzo una costruzione 
semplicissima di questa curva nel modo seguente. Si trovi una quarta 
proporzionale in ordine al semiasse maggiore, aireccentricità, e ad 
una ascissa 0/^ computata dal centro, si sottragga la linea trovala 
dal semiasse maggiore, poi fatto centro nel punto A' si descriva con 
un raggio eguale alla dilferenza accennata un areo di cerchio, che 
taglierà la perpendicolare PM in uu punto M , che sarà un punto 
dell’ellisse. Se l'ascissa divenisse negativa, allora si farà uso della 
relazione 

MF=0B-\-0D, e 

cosi si avranno quanti punti si vogliono delTellissc. 

321. Scolio. 2. Il sistema precedente dilfcrisce da quello degli 
assi eoordinati in questo, cioè che Tordinata invece di essere sempre 
parallela ad una inedesiina retta, cambia conlinuamente direzione, 
cd è «bbligata a passare costauteinente per un puuto dato. 
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322. Scelto 3. siccome OP=OF — PF cosi si »ede che si polreb- 
he situare l'origine delle ascisse nel punto F, ed allocala relazione. 

MF=zOB—OD 

avrebbe 1 uogo fra il raggio vettore FM e l’ascissa FP. A questo si- 
stema di coordinate si è dato il nome di coordinate polari, perchè 
l’ordinula gira iptoruo al punto F, come se fosse nn polo. 

CAPITOLO IV. 

Velia tangente, e della normale dell'elliete. 

-323. Definizione I . Si dice eottangente la parte di un'asse dell’el- 
lisse compresa fra la tangente, e l’ordinata del punto di contatto. 

324. Definizione 2. Si chiama normale la perpendicolare alla tan- 
gente nel punto di contatto. 

325. Se dunque si consideri la tangente come una linea retta, 
che ha un elemento comune con la curva ( n“247 ), si potrà dire 
che la normale è perpendicolare alla curva nel punto, in cui rincon- 
tra. Questo concetto permette di considerare la normale facendo a- 
strazione dalla tangente. 

326. Definizione 3. S’appella sunnormale la parte di un’asse del- 
r ellisse , che è compresa fra il punto, in cui la normale incontra 
quest'asse, ed il piede dell’ordiuata del punto di contatto. 

Paoposizione XVIII. 

327. Se ad un punto M delP ellisse si conducano i raggi vettori 
FM, F'M, la retta MD, che divide in due parti eguali l angolo 
FMG Jovmato da uno di questi raggi, e dal prolungamento deital- 
tro, è tangente alla curva ( fig. 68 ). 

Dim. Si prenda sul prolungamento di F'M, una parte MG—MF, 
si (ingiunga GF, e da un punto qualunque Di della retta MD si ti- 
rino le rette NG, NF, e D/F 

lìssendo isoscele il triangolo GMF, ed essendo l’angolo FMD = 
GMD per ipotesi, sarà MD perpendicolare a GF, e FD—DG. 
Quindi saranno eguali le rette DiG, DtF, come oblique equidistanti 
dal piede D della perpendicolare MD. Or nel triangolo NGF' la 
somma delle due rette NG, NF è maggiore di GF, che è uguale 
all asse maggiore .dB, dunque la somma delle due NG, NF', ovvero 
delle due NF, NF' è maggiore di ÀB\ e per conseguenza il punto 
N (n° 315) cade fuori dell ellisse, e la retta MD è tangente alla curva 
(u® 2.51). li che si doveva dimostrare. 

328. Scolio.La inversa di questa proposizione ò manifesta, perché 
una sola taugcRtc può coudunu ìu lUi punto di una curva conica 
( u“2dl). 
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PaopoeizioNE XIX. 

329. St una retta è Umgente filteUlss»e, t raggi vettori, tirati 

dai due fuochi al punto di contatto, fanno angoli eguali colla tan- 
gente da una medesima parte di questa ( fig. 68 }. ' 

Dim, Sia ND una reità tangente all'ellisse nel punto M, cui si 
conducano i raggi vettori FM, PM, e quest’ ultimo si prolunghi 
verso G. Essendo per ipotesi la ND tangente airellisse, dovrà ( n° 
328 ) dividere in due parti eguali l'angolo FMG, vale a dire dovrà 
essere l angolo GMD=FMD. Ma l'angolo GMD è uguale all’an- 
gulo NMP, conte opposto al vertice, dunque ancora l’angolo FMD 
dovrà esser eguale aH'angolo NMP. 11 cl>e si doveva dimostrare. 

330. Scolio. Si può ora comprendere perchè siasi dato ai punti 
F. e P, il nome di fuochi, ed alle rette FM, F'M quello di raggi 
vettori. Intatti, si sa dalla meccanica che se un corpo clastico vien 
ad urtare un piano, esso si riflette facendo l'angolo di riflessione e* 
guale all angolo d’incidenza. Or i raggi della luce, e del calore, ed 
i raggi sonori, seguono la stessa legge; e però se uno di questi rag- 
gi FM parte dal punto F, cd urla la curva in un punto M, ciò vale 
lo stesso come se urtasse la tangente ND nel punto M di contatto, 
onde farà I angolo d’incidenza FMD eguale all angolo di riflessione 
NMF' . Quindi se al punto F si pone una lìaccola accesa, o un cor- 
po riscaldato, o la bocca di uno che parla, i raggi luminosi, i rag- 
gi calorifici , ed i raggi sonori si riuniranno nell’altro punto P. 
Sicché mettendo nel punto P una materia infiammabile, questa si 
accenderà, quando i raggi luminosi, o i raggi ctdorifici avranno 
uua suiliciente intensità; c nel caso de raggi sonori la voce si senti- 
rà tutta nel punto F'. 


PK0P0SIZ10^E XX. 

331. Se dai fitochi si abbassino delle perpendicolari sulle tan- 

genti atVellisse, la distanza dei piedi di queste perpendicolari al 
centro della curva, i costante ed eguale al semiasse maggiore 
( fig. 68 ). ^ 

Dim. Poste le cose della proposizione precedente, si congiunga il 
punto D col centro 0 dell ellisse. Essendo OF=OP, e FD=^DG, 
sarà la retta OD parallela alla retta F'G. Ma FD è la metà di FG, 
dunque ancora OD sarà la metà di PG, ovvero di AB. Il che si 
doveva dimostrare. 

332. Corollario. Dunque la circonferenza descritta col centro in 
O, e col raggio OD, passerà pel punto D-, e però 

Se dai fuochi si abbassino delle perpendicolari sulle tangenti al- 
r ellisse, i piedi di queste perpendicolari hanno per luogo geome- 
trico, la circonfei eitza descritta stdl'assc maggiore come diametro. 


Digilized by Coogle 



SEZIONI 


.126 

. 833. Corollario 2. Dal corollario precedente si deduce che se si 
faccia muoTere la squadra, o angolo retto PDN ( fig. 68 ), in gui- 
sa che un suo lato DF passi costantemente per un fuoco F dell’el- 
lisse jÌMB, il vertice D descriverà la circonferenza di un cerchio, 
che avrà per diametro AB, e i'aliro lato 1)N della squadra resterà 
sempre tangente all’ellisse. 

Proposizione XXI. 

334. Se utiordituUa MP delTelHsse AMB si prolunghi Jinchè in- ' 
€ontri in un punto N la circonferenza descritta sopra uno degli 
assi AB come dianietro, e da quel punto si conduca al cerchio In 
tangente NT, la retta MT, che unisce l'estremo dell’ ordinata col 
punto, in cui la tangente incontra tasse, sarà tangente alt ellisse 

IHm. Sia AB uno degli assi dcirellissc, per esempio, l'asse mag- 
giore. Se la retta MT non è tangente, prolungata do\rà incontrare 
Tellisse in un punto A. Supponiamo dunque che questo punto sì trovi 
sulla curva, e si conduca KS perpendicolare ad AB, e si prolunghi 
finché incontri la circonferenza in E, e la tangente NT in L. tes- 
sendo le ordinate dell’ellisse proporzionali alle corrispondenti ordi- 
nate del cerchio (n'’2i>4 ), si avrà la proporzione. 

MP, NP y.KS : SE 

Ma nel triangolo LST la retta NP é parallela alla base LS, per 
conseguenza la retta TK divìde la base, e la sua parallela in parti 
proporzionali, onde si avrà 

MP: NP: : SK: SL 

Se dunque si paragonino le duo proporzioni , risulterà SE uguale 
a SL, cioè la parte al tutto, il che non può sussistere; e però il 
punto K deve cadere fuori dell'ellisse, vale a dire dcv'csser M2' tan- 
gente alla curva. 11 che si doveva dimostrare. 

335. Corollario 1. Si congiunga il punto N col centro 0 comune 
airellisse, ed al cerchio. Essendo retto l’angolo ONT, por le pro- 

' prìetà del cerchio, il cateto ON sarà medio proporzionale fra l’ipo- 
tenusa OT, ed il segmento adiacente OP. Ma ON=OA, dunque 

Nell’ellisse, la metà di ciascun asse è una media proporzionale 
fra la distanza del centro al punto, in cui la tangente incontra 
tasse, e tasdssa del punto di contatto computata dal centro. 

336. Corollario 2. èssendo il semiasse OA medio proporzionale 
fra OP ed OT, saranno armonici i quattro punii 7', A, P, B, 
(n“I07). Quindi 

Se uà asse delt ellis.se si prolunghi fnchè incontri lo lonijentc 
condotta in un punto della curct, esso sarà diviso armonicami n « 
dalla tangeitle, dalia curva, e dultordinata del punto di contatto. 

337. Corollario 3. È luaiiifeslo che la tangente 4/7’ incontra Taiie 
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]/4R e prolungata dere incontrare l'asse coiijiigalo, perchè questo à 
parallelo allordinata NP. Dunque 
La tanyenle in un punto delT ellisse, c/te non sia vertice di un 
asse, deve incontrare luna e t altro asse. 

Corollario 4. Se si unisca il punto M co\ centro deU’ellissey 
I angolo OMT sarà ottuso, perchè è maggiore dell angolo retto 
OST. Quindi 

/ rertifi degli assi sono i soli punti dell ellisse, ove Ut tangente 
è p r/jendirolaie alfa retta, che congiunge il centro della curva 
col punto di contatto. 


PltOPOBlZIOME XXII. 

339. NelT ellisse la soltangente è quarta proporzionale in ordi- 
ne all'ascissa del punto di contatto, computata dal centro, ed alle 
distanze del piede dell'ordinata ai due vertici dettasse ( Eg. 69 ). 

Dim. Sia AB uno degli assi dell’dlìsse, per esempio, l'asso maggio- 
re, PT la sòttangenle, ed OP l’ascissa del punto IB di contatto. Si 
a»pà ( n® 335 1 

0T-. Oà : ; OA. OP. 

Ma iu ogni proporzione la dilTerensa degli antecedenti sta a quella 
dc'ronseguciiti come uno degli antecedenti al suo const'guentc, dun- 
que sarà 

OT—OA-. OA—OP::OA-. OP, 

ovvero 

ATx APwOAx OP, 

e componendo si avrà 

AT-i-AP: AP \ \ OA-ì-OP: OP, 

vale a dire 

PT : AP : : PB: OP. 

U che si doveva dimostrare. 

Proposizione XXIII. 

- 340. Per un punto M dato sull ellisse condurre una tangente alla 
curva ( lig. 69 ). 

' Sol. Sia M il punto dato sull'ellisse. Si descriva sull’asse maggio- 
re AB un semicerchio c si prolunghi l'ordinata MP del punto dato 
lìnchè incontri la semicirconferenza in un punto N. A questo punto 
si conduca una tangente UT al cerchio, che incontri l'asse AB nel 
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unto T\ Cnainncnte sì congìunga il ponto M col punto T, la retUi 
fT sarà la tangente richiesta ( n" 334). 11 che si dosesa fare. 

Altra soluzione. 


341 . Al punto dato M (fig. 68 ) si tirino i raggi vettori MF, MF', 
e si prolunghi MF in G. Ciò fatto si divide l'angolo FMG in due 
parli eguali per meszo della retta MI), questa sarà la tangente ri- 
chiesta ( n° 327). Il che si doveva fare. 

PnoPOSizioNE XXIV. 


342. Per un punto dato fuori dell’ellisse, tirare una tangente alla 
curva ( iìg. 70 ). 

Sol. Sia T il punto dato. Supponiamo risoluto il problema e sia 
MT la tangente richiesta. Si tirino i raggi vettori MF’, MF', si pro- 
lunghi MF^ finché sia MG~MF\ e Cudinente si conducano le rette 
GF, TF, TG. 

Essendo la tangente MT perpendicolare aOa base GF del trian- 
golo isoscele GMF ( n“ 327 ), le rette GT, fr saranno eguali co- 
me oblique equidistanti dalla perpendicolare. Quindi il cerchio de- 
scritto col centro T, e col raggio FT passerà p^ punto G, che ss 
trova sulla circonferenza descritta col centro F', e col raggio FG, 
che è uguale all’asse maggiore AB. 

Se dun<me si faccia centro nel punto dato T. e con un raggio e- 
guale a TF si descriva il cerchio FKG, poi si faccia centro in F, e 
con un raggio eguale ad AB si descriva un altro cerchio GG', e si 
congiunga FG, questa incontrerà la curva in un punto M, che sarà 
il punto di contatto richiesto, e la tangente cercata si otterrà con- 
giungendo il punto Af col punto dato T. 11 che si doveva fare. 

343. Scolio. E manifesto che il problema proposto anunelte due 
soluzioni, perchè se si congiunge il punto F’’ col punto G', si a\rà 
un secondo punto di contatto. 

Proposizione XXV. 

34.4 . La normale in un punto dell'ellisse divide in due parti e- 
guati t angolo, che fanno 1 raggi vettoi i condotti a quel punto dai 
due fuochi ( fig. 71 ). 

Dim. Sia M uii punto dell’ellissejAfiV la normale, dfria tangente, 
MF, MF' i raggi vettori. 

Essendo retti gli angoli NMT, NME, ed eguali fra loro eli an- 
goli FMT, F'ME ( n® 379 ), se dai due primi si tolgano i due se- 
condi, resterà l'angolo NMF eguale all’angolo JNMF'. Il che si do- 
veva dimostrare. 

345. Corollario 1. Dunque nel triangolo MFF' la normale MN 
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divide in due parli eguali Tangnlo al vertice M, e la tangente divide 
pure in due parti eguali l’angolo supplemento al primo, cioè l'an- 
golo formato dal raggio vettore FM, e dal prolungamento dcU’altro 
raggio vettore F'M { n® 327 ); per conseguenza ( n“ 135 ) i quattro 
punti F', TV, F, T sono armonici. Quindi si conchiude che 

Neltelliste, ì tìue fuochi sono conjugati ai due punti, ne’guali 
la normale, e la tangente incontrano l'asse maggiore. 

346. Corollario 2. Dal corollario precedente, e dalle i>roprictà 
della proporzione armonica (n° 107) si deduce che OF è inedia 
proporzionale fra ON, ed OT, vale a dire che ^ 

fieU’eUiste, C eccentricità è media proporzionale fra le distanze 
del centro ai punii, ndquali la normale, e la tangente incoutrano 
tasse maggiore. 

Proposizione XXVI. 


347. Nell ellisse , la sunnormale NP sta alla corrispondente 
ascissa OP, computata dal centro, come il parametro deW asse mag- 
giore AB a questo medesimo asse ( fig. 7 1 ). 


llim. Eissendo retto l’angolo NMT, sarà l’ordinata .WP media 
proporzionale fra i due segmenti TVP, e PP dell’ ipotcnusa, ovvero 

sarà 


MP'^NPxPT... (1) 
Ma si è dimostrato ( n° 339 ) che 

PT-. PB : : PÀ-. OP, 

dunque 


PBxPA = PTp<OP .. (2). - 

Paragonando le due eguaglianze (I), e (2), risulta la proporzione 
jfp*; PBxPA : : NP-. OP. 


Or per la proprietà deU’ellisso, il quadrato dell' ordinata MP sta 
al rettangolo delle ascisse corrispondenti PB, PA, come il parame- 
tro, che chiameremo P, dell’asse maggiore AB e questo medesimo 
asse, dunque si avrà in fine 

NP. OP : : P: AB. 

11 che si doveva dimostrare. 

348. Corollario I . Potendosi sostituire alla ragione di P : AB 

A lleila deila metà del parametro olla metà dell’asse AB, si conchiu- 
e che 

Neh' ellisse, fa sunnormale sta all'ascissa dal centro come il se- 
sniparametro dell'asse maggiore alla metà di questo medesimo asse. 

349. Corollario 2. Eisseiido il semiasse minore medio proporzio- 
nale fra il semiasse maggiore, e la metà del parametro dell' asse 
maggiore, si potrà per le proprietà della proporzione continua sta- 
bilire che 

17 
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NelPelltste, la sunnormaU sta alt ascissa dal centra come il qua- 
drato del semiasse minore ai quadrato del semiasse maggiore. 

350' SeolioX. Essendosi dimostrato (u" Sii) che la normale lUPf 
divide in due parti eguali l’angolo formato dai raggi vettori HlFf 
MP, ne consegue che il piede N della normale deve cader sempre 
fra ì due fuochi. Resta a vedere se può occupare tiitt'i punti deirin- 
tervallo FP. 

Se l’ascissa OP si suppone eguale a sero, l’origine ideila nor- 
male si troverà nell'estremo C dell’asse minore, e però il suo piede 
dovrà confondersi col centro 0 dello curva. Infatti, la normale divi- 
de la retta FF' in due parti pro]>orzionali ai raggi vettori FM,P.ÌI. 
Or quando l’origine della normale sì trova in 6’, i raggi vettori so- 
no eguali, dunque il piede della normale deve allora cadere nel cen-, 
tro 0. 

Quando l’ascissa OP cresce, il raggio vettore F'M cresce, e l’al- 
tro F.V diminuisce, e dovendo le due PN e IV F essere proporzio- 
nali a questi raggi, ne segue che dovrà essere PJV maggiore di JVPy 
e che il piede A della normale dovrà allontanarsi dal centro, qd ac- 
costarsi al fuoco F. .Ma può av ylcinarsi a questo fuoco lauto quanto 
si vuole? Ciò resta ad esaminare. 

Vedemmo ( n° 31 7) che per mezzo de’ raggi vettori si può descri- 
vere l’ellisse con moto continuo. 

Or è manifesto che quando il punto ^sarà giunto in A, tirag- 
gio vettore F'iV si confonde con F'j4,e l’ altro FM con Fd,qer con- 
seguenza il piede della normale dovr.ì in tal caso cadere in un punto 
L. che si determina con dividere la distanza de’ fuochi in parti pro- 
porzionali alle rette F‘A, e FA ovvero alle rette FB, e FA. Ma si 
è dimostrato ( n“ 3 1 3 ) che FA è il minimo, e FB il massimo de'rag- 
gi vettori, dunque la mìnima distanza fra il piede della normale, od 
il fuoco F, è la retta LF. Quindi il punto h è un limite, che il pie- 
de della normale non può mai oltrepassare. Queste considerazioni n.i- 
scono, come è facile, il vedere, dal concepire l’ ellisse come il luogo 
geometrico de’ punti e però stando a questo concetto si dice ohe 
la retta AL è la normale corrispondente al vertice dell’asse mag- 
giore, abbenehè stando alle definizioni della norm ile, e della sun- 
ntvnnale, queste linee si confondono con 1 asse accennato, quando 
l’orìgine della normale si suppone nel punto A. 

Inoltre, essendosi dimostrato f n° 348 ) che la sunnormale sta al- ’ 
r ascissa dal centro come il semiparametro dell’asse maggiore alla 
metà di questo medesimo asse, ne consegue che quando l’ascissa si 
suppone eguale al semiasse OA, la sunnormale o normale AL sarà 
eguale al semiparametro dell’asse maggiore. Quindi si può dire che 

Nell'ellisse, la normale, che ha per origine il vertice dell asse 
maggiore, è uguale alla terza proponienaU in ordine al semiasse 
maggiore, ed al semiasse minore. 

351. Scolio 2. Applicando la dimostrazione fatta nella proposi- 
zione precedente alla sunnormale QIÌ. si conchiuderà che 

La sunnormale QR sia all’ ascissa OQ dal centro come ilpara- 
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metro dell «*se m'nore a qtiestn nieJesimo asse, ovvero come il qua- 
drato dei temiaste maggiore al quadrato dal aemiasse minora. 

Phoposizione XXVII. 

352. La distanza ON del centro delCellkse al punto, in cui la 
normale incontra l' asse maggiore , sta all'ascissa corrispon tenie 
OP come il quadrato dell'eccentricità OF al quadrato dal semiasse 
maggiore OA ( fig. 71 ). 

Dim Si é dimostrato ( n” 347 ) eh* 

OP : NP : ; ÓJP : Òl’* , 
dunque divideudo si avrà 

OP : OP—NP: : . Od"— OC ' , 

ovvero 

OP:ON\:(M':(Jf*, 

ed iu vertendo 

ON : OP:: OA'. 

Il che si doveva dimostrare. 

353. Scolio. Quando l'ascis'^a OP si suppone eguale ad 0.4, la di- 
stanza ON diverrà OL ( 11 ° 3!i0;, onde si avrà in tal caso 

OL: OJ . '.Of* : OA' 

e moltiplicando per OA i tc'rmini della prima ragione risulterà 
OLxOA : Òi' Òl', 

Vale a dire sarà 

OLxOJ=> Of'. 

Quindi si deduce che 

Nell ellisse , la massima distanza del centro al punto , in cui 
la notmale incontra fosse maggiore, è una terza proporzionale m 
ordine al semiasse maggiore, ed all eccentricità. 

CAPITOLO V. 

De diam-tri dell ellisse. 

35i. Definizione 1. Si dice diametro di un’ellisse, cd in generale 
di una curva conica, ogni retta, che divide iu due parti eguali un 
sistema di corde parallele , vale a dire tutte le corde parallele ad 
una medesima direzione. 

355. Definizione 2. Si chiamano diametri cnnjugati due dinmelri 
tali che ciascuno divide in due parti eguali tutte le corde paralIeL* 
all' altro. 
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356. Da (|ue8la deGniiione si deduce che nel cerchio due diamo* 
fri perpendicolari fra loro sono diametri conjugali) e che per con* 
seguenza nel cerchio medesimo vi sono inliniti sistemi di diametri 
conjugali tutti rettangolari, e tutti eguali fra loro. 

Proposizione XXVIII. 

3.')7. Ogni corda, che passa pel centro dell ellisse, resta ivi di- 
visa in due parti eguali ( lig. ^2 ). 

Dim. Siano .dB. CD gli assi deU'ellisse, a MN una corda qualun* 
qiic, che passa pel centro D della curva; dico che sarà OM=sON. 

Perocché, se dagli estremi A/, e I\/ della corda accennala si con- 
ducano all’asce AB le ordinate MP, NL, queste dovranno esser ^ 
guati fra loro, come pure le ascisse corrispondenti OP, OL per la 
simmetria della curva ( n“ 291). Quindi saranno eguali i triangoli 
MOP. NOL, e però sarà OM— ON. Il che si doveva dimostrare. 

358. Scolio 1 . Si può ora comprendere perchè siasi dato il nome 
di centro dell'ellisse al punto D d intersezione de’duc assi. 

359. Scolio 2. Richiamando in questo luogo le cose dimostrate 
( n® 295 ) si potrà conchiudere che fra tutte le corde, che passano 
pel centro deirellissc, la massima è l’asse maggiore, la minima è 
l’asse minore, e che di due corde quella che più s’avvicina all’asse 
maggiore è più lunga di quella che più se n’allontana. Quindi le 
corde accennate non sono tutte eguali fra loro, come accade nel 
cerchio, ma sono soltanto eguali fra loro a due a due quelle, che 
fanno angoli eguali con uno degli assi. 

Proposizione XXIX. 

360. Ce tangenti condotti per gli estremi di una corda, che 
passa pel centro dell ellisse, sono parallele fra Imo. Viceversa, la 
corda, che unisce i contatti di due tangenti parallele, passa pel 
centro medesimo (lig. 72). 

Dim. Siano 91T, IVS le tangenti condotte per gli estremi della 
corda AJ/V. 

Essendo OP=OC per le cose dette nella proposizione precedente, 
ed essendo il semiasse maggiore medio proporzionale fra OB ed 
OT, ovvero fra OL cd OS ( n" 335 ), sarà OTz=OS-, e per conse- 
guenza saranno eguali i due triangoli OAIT, O.VS, onde sarà l'an- 
golo O.ÌJT= OMS, ossia sarà AIT parallela a NS. 

in secondo luogo siano parallele le tangenti AIT, NS, dico che 
la corda AlN deve passare pel centro. Infatti, si congiunga il punto 
N col centro, e si supponga che la congiungente j\0 non si con- 
fonda con MN, ma che prolungata incontri la curva in un punto 
diverso da AI. Allora per le cose dimostrate più sopra la tangente 
conùuUa pel punto hi dovrebJ)’ esser parallela a NS , e per conse^ 
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gxenza a MT\ ma ciò è impossibile, perchè la tangente MT inoon* 
Ira ambitine gli assi { n° 337 ), dunque la cor^a Xlf deve pasiara 
pel centro. Il clic si doveva dimostrare. 

PaoposizioNK XXX. 

361. OffHt cwda, che patsa pel centrv, tUvieh tellUee in due 
parti eguali ( lìg, 72 ). 

Dim. Sia A/A' una corda, che passa pel centro OdeU'ellitse,! cui 
assi siano AB., e CD. 

Essendo l'angolo MOB eguale all'angolo ISO A, sarà per la sim- 
metria deU’ellissc (n" 29 1 ) l'arco MB eguale all'arco A! A. Quindi 
aggiunto di comune l'arco AM., risulterà l’arco AMB eguale all’ar- 
co A AM. Parimente si dimostrerà che l’arco MBN è uguale all’ar- 
co AAB. Ma gli archi AMB, ANB sono eguali fra loro ( n'*29l ), 
dunque la corda MN divide l’ellisse in due parti eguali. Il che si 
doveva dimostrare. 


Proposizione XXXI. 

362. Neirellùse etitiono in finiti sistemi di diametri coniugati 

Ditn. Sull asse maMiore AB deH'ellissc come diametro si descri- 
va un cerchio. Sia C£ la metà di una corda qualunque £I , che 
passa pel centro C dell ellisse. Dal punto E si conduca all’asse AB 
l’ordinata E(), e si prolunghi (incile incontri la circonferenza in un 
punto A/, Nel cerchio si tiri il diametro A/F, ed il raggio CZ per- 
pendicolare a questo diametro Dal punto Z si conduca ad ABior- 
dinaU ZD, che incontra l'ellisse nel punto F. e s’unisca CF. I rag- 
gi CAI, CZ essendo perpendicolari fra loro formano un sistema di 
due semidiametri conjugati del cerchio. Si deve dimostrare che le 
semicorde CE, C F formano ancor esse un sistema di due semidia- 
metri conjugati deH'cllisse corrispondenti a quelli del cerchio. 

Dal punto A^si tiri al cerchio la tangente NT, che incontra l’asse 
AB nel punto T, e si congiunga ET, questa sarà tangente aH’ellisse 
nel punto E ( n“ 334 ). Or essendo CZ parallela sA/T, sarà ancora 
CF parallela ad ET. Infatti, essendo simili i triangoli CZD, NQT, 
ai avrà 

CD. QT : : DZ-. QN. 

Ma ( n* 294) si ha pure 

DZ: Q.y .lDF: QEy 

dunque sarà 

CD: QT.:DF. QE, 

onde i triangoli CDF, sono simili, e per conseguenza CFà 
paiallela ad ET. 
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Ciò premesso, si òonsiderino le rette CE, CP^ come assi coordinati 
obliqui, la prima come asse delle ascisse corrispondente all’asse Cl\ 
delie ascisse del cerchio, la seconda come asse delle ordinate corri- 
spondente all’asse CZ delle ordinale del cerchio. Sia AlS un’ordinata 
qualunque del cerchio, che si prolunghi finché incontri di nuovo la 
circonferenia in li, e dai punti M e R conducano ad ABÌe ordi- 
nate MP, RL, che incontrano l’ellisse ne’punti G e H. Congiuugen- 
do il punto G col punto 0, ove l’ordinata MS incontra l’asse AB, 
si dimostrerà come più sopra che sono simili i triangoli CDV, OPG. 
e però sarà parallela a GO. Similmente si dimostrerà che OR è 
parallela a CP', per conseguenza sarà fi// parallela a CF, e la retta 
GK sarà un’ordinata delfellisso corrispondente all’ordinata MS del 
cerchio. Or dico che siccome la corda MR del cerchio è divisa per 
metà nel punto S dal semidiametro CN, cosi pure la corda corrispon- 
dente GU dell’ellisse sarà divisa per metà dalla semicorda CE. 

Sì congiunga KS. Essendo KÒ parallela ad ET, si avrà 

CK: KE\:CO: OT. 


Slmilmente, essendo OS parallela NT, si avrà 

CS-. SN: : ca. ot. 

Quindi paragonando le due proponioni risulterà 
CK: KE\ : CS: SN, 

e però sarà SK parallela a NE , ovvero a MP e a RL, ed i triangoli 
MOG, OKS, ORI! saranno simili. Considerando i due primi si ha 

SO: OM::KO. OG, 


e componendo 


SM-. SO: : KG: KO 

Ma in virtù delle parallele KS, RH si ha 
SO: KO: :SR; KH, 


dunque sarà 


SM: kg: :sr: ku. 


E poiché SM=SR, tara pure KG=Kff. Sicché la retta divide 
per metà le corde parallele a CF, o alla tangente fF.Applicando la 
dimostrazione precedente a CF si troverà che questa divide per metà 
tutte le corde parallele a CE, o alla tangente condotta aU’ellisse nel 
punto F, per conseguenza le rette CE, CF sono due semidiametri 
coniugati delfellisse corrispondenti a due semidiametri coniugati CN, 
CZ del cerchio. E siccome la retta CE si è tirata ad arbitrio, cosi 
si può conchiudere che nell’ellisse vi sono infiniti sistemi di diametri 
coniugati. Il che si doveva dimostrare. 

36.3. Scolio. Giova avvertire che quando si applica la dimostra- 
lione prccetlcnlc a CF, come si è fatto j>er CE, può accadere che la 
corda .jlR del cerchio incontri Tasse AB dclTellisse in un punto 0 
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s'tuato fuori del cerchio medosimo; ma anche in questo caso la dimo< 
strazione accennala rimane sempre la stessa. 

Corollarj, che si deducono dalla proposizione precedente. 

364. Cor. I. Keli' ellisse, un solo sistema di diametri conjugali 
pvò essere rettangolare, cioè quello de due assi. 

365. Cor. 2 Aeirellisse non può esistere che un solo sistema di 
diametri cinjtigali eguali fra loro. 

Infatti, essendo le proiezioni CD, CU dc'semìdiamclri conjugati 
del cerchio CZ, Ct' sull’asse AB le stesse che quelle de'semidiametri 
e(in)ugali corrispondenti dcH’ellisse CF, CI: ed essendo siffatte pro- 
iezioni eguali nel solo caso, in cui i semidiametri accennati sono 
egualmente inclinati suU'assc AB, ne consegue evidentemente che 
un solo sistema di diametri conjugati eguali può esìstere neH’ellissc. 

366. Cor. 3 Nell’ellisse, ogni retta, che paiso pel centro, è dia- 
metro, e viceversa tulli diametri passano pel centro. 

367. Cor. 4. Le corde, che un diametro dell'ellisse divide in due 
parti eguali, sono parallele alle tangenti condotte per gli estremi 
di esso diametro. 

PnOPOSIZIONE XXXII. 

368. Neirillisse, la retta che unisce i punti di mezzo di due cor- 
de parallele, è diametro della curva ( Cg. 74 ). 

Dtm. Sia AB una retta che unisce i punti di mezzo E, L di due 
corde parallele CD, MA', dico che AB è un diametro dcH’ellisse. 

Infatti, se AB non è diametro, vi dovrà esser un diametro che di- 
vide in due parti eguali le corde CD. MN, ovvero che passa per i 
punti E, L. Ma per due punti non può passare che una sola linea 
retta, dunque il supposto diametro deve confondersi con AB. li che 
si doveva dimostrare. 

369 Corollario. Apparisce da questa proposizione che la retta 
AB, che unisce il punto di contatto della tangente BR, ed il punto 
di mezzo E di una corda CD parallela alla tangente medesima, de- 
v’esser un diametro dell ellisse. 

PllOPOSlZIONE XXXIII. 

370. Qualunque diametro deW ellisse non divide in due parti 
eguali che le sole corde, che passano pel centro, o guelle, che sono 
parallele alle tangenti condotte per gli estremi di esso diametro 
(fig. 74). 

Dim. Sia AB un diametro deirdlisse, e PQ una corda, che non 
passa pel centro O della curva, e non c parallela alla tangente BR. 
Dico che la curda PQ non può esser divisa per metà dal diametro 
AB. Si tiri la corda AG parallela a PQ. si divida AG in due parti 
eguali nel punto I, e si conduca il diametro UK, questo dovrà divi- 


Digitized by Coogle 



SEzion 


336 

i3«re in due parti eguali la corda PQ, per conseguenza il diamctn» 
ABìion può dividere PiP per metà. Il cne si doveva dimostrare. 
371. Corollario. Si deduce da questa proposizione che 
JVeirelliste, le corde che non possano pel centro, non si possono 
mai tagliare scambievolmente in due parti eguali. 

CAPITOLO VI. 

DdV ellisse riferita ai diametri eonjugati. 

872. Passeremo ora a vedere se riferendo l’ellisse ad un sistema 
di diametri eonjugati si ottengano le stesse proprietà, che si sono a- 
vute, quando l’ellisse è stata riferita agli assi eonjugati. 

Proposizione XXXTV. 

373. Il quadrato dell ordinata ad un diametro dell ellisse sta 
al rettangolo delle ascisse corrispondenti, cioè al rettangolo delle 
distanze del piede delfordinata ai due vertici del diametro, come 
sta ed ^iadrato di questo diametro il quadrato del suo confugato 

Dim. Fatta la costruzione, che è stata esposta nella Proposizione 
XXXI ( n“ 362 ): dico che il quadrato dell’ordinata GK al diame- 
tro EI sta al rettangolo EKl delle ascisse corrispondenti come il 
quadrato di CP' al quadrato di CE. 

I triangoli simili MOG, OKS danno MO: OS OG: OK, 
e componendo si avrà 

MS: MO : : GK: GO. 

Ma per la simiglianza de’triangoli 
MOG, CZ Eli ha 

MO: GO:: CZ: CV, dunque sarà ^ 

MS: cz::GK. cr, 

ovvero 

jtfs’; cir’;: Gl’: cV‘... CO- 

Parimente, i triangoli simili CSK, CNE danno 
CN: CS : : CE: CK, 

ovvero 

cJV’: csr : : ce': ei’, 

da cui si deduce dividendo , 

CAf’— CS’: CTV’ :: CÈ^—CK': f£*, 
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Ma ' ®*=iV5XS!F, e ■ • . ' 

(ÌE' — C/t’ = duaque 

sarà 

jiSF: CN’^ : ; eri. ce\ 

Or per le proprietà del cerchio il quadrato di MS é uguale al 
rettangolo IV SE, e CN è uguale a CZ, come raggi di un medesimo 
cerchio, per cooseguema si avrà 


MS'i CZ* ; ; ERI : c£‘. 


Finalmente paragonando questa proporzione con la proporzione (I) 
risulterà 


6JT: eri : : cV’; CE". 
li che bisognava dimostrare. 

874. Corollario. Apparisce da questa proposizione che 

Ae/rellùte. i fundrali delle ordinate ad un diametro stanno fra 
loro come i rettangoli delle ascisse corrispondenti, vale a dire come 
i rettangoli delle distant/e de'piedi delle ordinate ai due vertici del 
cEametro. 

375. D^nizione. Si dice parametro di un diametro dell'ellisse la 
terza proporzionale in ordine ad esso diametro ed al suo Conjugato. 

Proposizione XXXV. 


376. Nell' ellisse^ il guadrato dell’ordinata ad un diametro sta al 
rettangolo delle ascisse corrispondenti come il parametro al dia- 
metro ( lig. li ). 

Dim. Sia .4//^ tm’ ordinata ad un diametro qualunque ÀB, il cui 
conjugato sia CD. Chiamando P il parametro di ylBj si avrà 

JB: CDllCD: P, 

e per le proprietà della proporzione continua sarà 

JBi P:: aS"-.ì:ip. 

Ma per la proposizione precedente si ha 

hP": APB : ; cZf: Itì", 

^nque paragonando questa properzione con la precedente risulterà 
jtf?*: APB ::P. aB. * 

11 che si doveva dimostrare. 


Proposizione XXXVI. 

377. Nell ellisse, il quadrato dell' ordinala MP a qualimque dia- 

18 
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fnetro AB A tiffUtdè ài tvftangolo deKaxeista AP nèl parametro AK. 
di etto diametro, meno il rettangolo contenuto da etto ascitta, e 
da una guarta proporzionale in ordine al diametro, al parametro, 
ed alf ascissa medesima ( fig- 64 ). 

Dim. L* dimoslrazione di questa proposizione è ideuiicaa quella, 
eie è stata esposta ( n® 803 ) per l’ordinata aU’asse: solamente si 
deve avvertire che la AK in vece di esser tangente al vertice del- 
l’asse si dovrà considerare come tangente al vertice del diametro, e 
l’ordinala MP diverrà parallela a questa tangente. 

378. Scolio 1. Se al vertice A ( fig. 75 ) di qualsivoglia diame- 
Irò AB s innalzi la perpendicolare AK eguale al parametro di questo 
diametro, si congiunga KB, e da un punto L di questa retta si ab- 
bassi sul diametro la perpendicolare LP, «juesta sarà terza propor- 
zionale in ordine all’ascissa AP, ed all ordinala corrispondente MP. 

Infatti, essendo simili i triangoli AKB, LPB, le rette LP , PB 
sono proporzionali alle rette AK, AB, onde si avra 

APxPL : jiPx.PB : : AK-. AB. 

Ma si ha pure ( n® 376 ) 

ffP': APXPB: : AK: AB, 

dunque il quadrato di MP è uguale al rettangolo di AP \n PL, 

Quindi analogamente a ciò che si è detto ( n® 305 ) la retta KB è 
Slata chiamata la regolatrice deU’ellisse. 

379. Scolio 2. Da ciò che si è detto nello scolio precedente si 
potrebbe facilmente dimostrare che viceversa se da un punto P di 
un diametro AB s’innalzi la perpendicolare PL, terza proporzionale 
in ordine all’ascissa AP ed all ordinala MP, il punto L si dovrà tro- 
vare in una retta BL data di posizione, ed allor si potrebbe dedurre 
come conseguenza che la perpendicolare AK è uguale al parametro 
del diametro AB (c'). 


. CAPITOLO VII. 

Relazioni Jra gli assi ed i diametri conjugati delP ellitte. 

380. Intorno ai diameiri conjugati deU’elIissc esistono due note- 


(et) L’idea della regolatrice è antica. Essa trovasi nelle islitnzioni di se- 
zioni coniche del Grandi, e del Corsini, ed in qualche altro scrittore sinteti- 
co. Il solo vantaggio, che Grandi ne cara, é quello di dare una definizione 
del parametro, che si può applicare a tutte tre le curve coniche. Infatti, 
egli chiama parametro la perpendicolare innalzata dal vertice di un diame- 
tro e distesa sino alla regolatnce. Nondimeno questa maniera dì definire il 
parametro ha il grave inconveaicnte di non far conoscere la idea gene- 
tica di esso parametro. Quindi abbiom stimato di dover definire il parametro 
alla maniera de’noderoì analisti, i quali non fanno più alcuna menzione della 
regelotriee. 
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voli t^remi che «i «tlribuhcono al geometra greco ApoHonio. Di 
questi andiamo ora a parlare. 

Proposizione XXXVII. 

» 

S8I . Af/r ellitst, la tomtna dt'guadrati d« diametri corgugaliè 
aguale a quella de' quadrali degli att$.( fig. 76 ). 

Dim.Siti AB l’asse maggiore, CL l'asse minore deU'ellisse, e soprn 
AB come diametro si descriva il semicerchio ADB. Siano inoltre 
OM, OR (lue semidiametri conjugati dell'ellisse, e MP, ES due or- 
dinate all'asse AB, c! e si prolunghino finché incontrino la semicii«- 
confereiiza ne'piinti Z, e R. Finalmente si tirino i raggi OZ, OP, 
squali (n 3<i2 ) saranno due semidiametri coniugati del cerchioi 
corrispondenti ai semidiametri conjugati deU’ellisse. 

Ciò premesso, i triangoli OPZ, ORS hanno i lati rispettivamente 
perpendicolari, per conseguenza sono equiangoli. Oltre a ciò i lati 
OZ OR sono eguali come raggi di un medesimo cerchio, dunque » 
due triangoli accennati sono eguali; onde sarà 
SR =OP, e SO=PZ. Ma il quadrato deU’ipotenttSa OR è uguale 
ai quadrali di SR, e di SO, ed è poi OR = OD, dunnuc sarà il 
quadralo di OD eguale alla somma de'quadrati delle ordinale SR, 
PZ del cerchio. Vado ora a dimostrare che anche nell' ellisse devo 
accadere lo stesso, cioè che il quadrato del semiasse minore OC è 
uguale alla somma de'quadrati delle ordinate SE, PM dell ellisse. 
Infatti, le rette SE, Pii, OC sono proporzionali alle rette 5/^, PZ, 
OD ( u” 294 ), per conseguen a i loro quadrati saranno ancora pcor 
porzionali. Ala si è dimostrato nella geometria piana ( n" 2dò ) che 
se tre grandezze sono proporzionali a tre altre, c fra le prime la som- 
ma di due eguaglia la terza. Io stesso dovrà accadere in corrispon- 
denza fra le seconde, dunque se la somma de'quadrati di SR, e di 
PZ è 'uguale al quadralo di OD, anche quella de'quadrati di SR, e 
di PM dovrà esser eguale al quadrato di OC. Or la somma de 'qua- 
drali di OR e di OM è uguale a quella de’quadrati di SE, PM, SO, 
OP , ed essendo i quadrali di SE, PM egumi al quadrato di OC, e 
quelli di SO, OF eguali al quadralo di OD, o di OA, ne consegue 
che la somma de'quadrati di due semidiametri coniugati dell'ellisse 
è sempre costante ed uguale alla somma de' quadrali de’ semiassi, 
ovvero che la somma de quadrati de' diametri coiùugati dell ellisse è 
uguale a quella de quadrati degli assi. Il die si doveva dimostrare. 

382. Scolio. E questo il primo teorema su i diametri couj^ugaii^ 
che si attribuisce ad Apollonio. 

Proposizione XXXVIII. 

383. Se dagli estremi di due semidiametri eonjìtgaB deff ellisse 
si cvndueuuo le oi dtnate agli assi questi saranno divisi da qu-ilc 
iti parti properii. nuli ; ed il rettaUjOio de due seqmtUi in eia.cuu 
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atse s^rà eguale al quadrato di gueUa avddaala, che è parallela ad 
un tal asse ( fig. 76.). 

Dim. Falla la cosiruùone come sella proposizione precedente^ li 
conduca Tordinala EK aU'asse minore CL deil'ellisse. 

Essendo ( n<* 294) 

sr-. OD: : SE: oc, 

cd essendo SE=mOP, OD= 08, e SE^=OK, si avrà 
OP. OB::OK: OC, • . 

ovvero 

óP‘:VS^::ók\ ve’, 

t 

c dividendo 

ÒB’—UP’: US’::'UC‘ — ÒÀ: UC* 

Ma il rettangolo dPB è aguale ad oS* — Ui‘’, ed il rettangolo CKL 
ad OC’—tM', ed i quadrati di 08, e di OC, ovvero di OD, e di OC 
stanno come i quadrati di ZP, e di MF, dunque sarà 

JPB: ZP’ ; : ZTL*: WP’. 

Or per le proprietà del cerchio il quadrato di ZP è uguale al ret- 
tangolo àPB, dunque il quadralo di MP dovrà esser uguale al ret- 
tangolo CKL. È poi ZP=SO=EK per le cose dette nella proposi- 
zione precedente, dunque il quadrato di EK dev’esser eguale al ret- 
tangolo dPB. 11 che si doveva dimostrare. 

PilOFOSlZIOHE XXXIX. 

384. Nelt ellisse, Faja del parallelogrammo costruito su due dia- 
metri conjugati è costante ed eguale al rettangolo degli assi (fig-77). 

Dhn. Siano JB. CD gli assi deU’ellisse, e WR, jVS due diametri 
conjugati. Si conduca ad AB l’ordinata MP, e a CD 1 ordinala PIM, 
e in line si tiri la tangente MT, su cui si cali dal centro 0 dell el- 
lisse la [lerpendicolare OK. \ 

Kssendo TK '.arallela al diametro NS, e TO e NE, sarà l’aiigolo 
A7'6l eguale all'angolo ONE. Infatti, se si prolunghino le rette ONj 

EN al di là del vertice l’angolo sarà eguale all'angolo, 

che ne risulta, e per conseguenza al suo verticale Oi\t.. Quindi sa- 
ranno sìmili i due triangoli rettangoli TKO,.ENO, onde si avrà ' 

TO; OK\:ON. OE... (1) 

Ma ( n° S35 ) si ha 

Od: OT: :OP. oj, 

ed è poi per la proposizioue precedcnle . > - 
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dunque sarà 

OA-. OT \ : OE: OC. 

Cìb poeto, si paragoni questa proporzione con la proporzione (I), 
risulterà 


OA: OK y.ONi OC, 

ovvero moltiplicando per 2 tntt'i terimni di questa |voporzione, 
ABi20K::NS: CD. 


Quindi sarà il rettangolo di AB in CD, ossia il rettangolo circo» 
scritto aH'ellisse, e che tocca la curva con i suoi lati ne'vertici degli 
assi, eguale al rettangolo di flfS nel doppio di OK, ossia al parsile» 
logramnso circoscritto pure allellisee, che tocca la curva con i suoi 
lati nei vertici de'dne diametri conjugati, e per consegiiensa il pa- 
rallelogrammo costruito su due diametri conjugati qualunque è equi- 
valente al rettangolo degli assi. Il che si doveva dimostrare. 

385. Scolio. 1. E questo il secondo teorema intorno ai diametri 
conjugati, che si attribuisce ad Apollonio. 

386. (Joroilfirio. Apparisce da questa proposizione che 

Neltellùte, le rette, che eonyiungono F estremità di due diametri 

conjugati MR, N$. evttituiscono un parallelogrammo eguale alla 
metà del rettangolo degli atti AB, CU. 

Infatti, il parallelogrammo accennato è la metà del parallelogram- 
mo circoscritto aHeUisse, che si è dimostrato equivalente al rettan- 
golo degli assi. 

Proposizione XL. 


S8'7. Di due diametri deW diate, U maggiore Ita il minore pa- 
rametro (fig. 77). 

Dim. Sia il diametro AB maggiore del diametro MR, e si chia- 
mi il parametro del primo, e ^ quello del secondo. Dico che Pò 
minore di (I. 

Infatti, essendo AB maggiore dì MR, il diametro CD conjugalo 
ad AB deve esser minore del diametro NS conjugato a MR. Peroc- 
ché, pel primo teorema di Apollonio si ha 

Atj'-^(nj‘=Mic-\-NS‘, 

onde essendo AB maggiore di 3JR. sarà il quadrato di AB maggio- 
re del quadralo di Mli e per conseguenza il quadra o di CU dovrà 
esser minore del quadrato di NS, ossia dovrà esser CD minore 
di A5. 

Ma il parametro P è terzo proporzionale in ordine ai diametri 
AB, tu, cd il {arameiro (té terzo proporzionale in ord.uc ai eia» 
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metri MR, NS, dunque dev'esser P minore di 1^. n che ti dorerà 
dimotlrare. 

388. Corollario. Essendo fra tutt'i diametri deH’ellisse l asso mag- 
giore il massimo, e l’asse minore il minimo ( n° SS9 ) ne conse- 
gue che 

Fra tutt’i parametri diametri dell Miste, il minimo è quello 
dell'asse maggiore, ed il massimo quello deltaise mmore. 

CAPITOLO Vili. 

Relazioni fra le corde supplementarie, odi diametri 
eonjugati delT ellisse. 

889. Definizione. Si dicono corde supplementarie di un'ellisse 
due corde, che congiungono un punto della curva ed i due estremi 
di un medesimo asse, o di un m^esimo diametro. 

PlKHWSIZIONE XLI. 

990. NM'ellisse, due diametri paralleli a due corde tupplemen- 
tarie sono conjtigati ( fig. 78 ). 

Dim. Siano AM, MB due corde supplementarie, che terminano 
agli estremi di un diametro qualunque AB. Pel centro O si conduca 
il diametro CE parallelo ad AM: esso dividerà i due lati AB, MB 
del triangolo AMB in parti proporsionali , e per conseguenza es 
tendo AO=OB dovrà passare pel punto di mezzo di MB. Quindi 
avrà due punti di comune col diametro che divide in due parli e- 
guali tutte le corde parallele a DN, onde ti confonderà col diame- 
tro accennato. Similmente si dimostra che il diametro DN parallelo 
a MB divide in due parti eguali tutte le corde parallele a CE, dun- 
que i due diametri CE, DN sono eonjugati. 11 che ti doveva dimo- 
strare. 

Proposizione XLII. 

391. Reciprocamente, si possono sempre condurre due corde 
supplementarie, che siano parallele a due diametri coniugati 
(lig.78). 

Ihm. Siano CE, DN due diametri eonjugati. Si conduca un dia- 
metro qualunque AB, poi da un vertice A di questo diametro si tiri la 
corda AM parallela al diametro CE, e si congiunga MB. Dico che 
la corda MB è parallela al diametro DN. Infatti, essendo questo 
diametro conjugato a CE deve dividere per metà tutte le corde pa- 
rallele a CE, e per conseguenza passerà pel punto di mezzo delia 
corda AM. Quindi il diametro /7iV divide in due parti eguali ì lati 
AB. AM del iriangolo AMB, e però sarà parallelo al ter/.o lata mB. 
li che SI dove.» umi.»ir<.rc. 


Digitized by Google 



CONICaK 

Paorosuiomc ILIII. 


■43 


892. I diametri condotti paraUelamente ai lati di un parallelo^ 
grammo ùeritlo aWeiiitee, sono eonjugati ( fig. 79 ). 

Dim. Sia ÀCBD un parallelogrammo iwrilto airellisse. e siano 
lUN, LE due diametri paralleli ai lati di questo parallelogrammo. 
Si tirino le diagonali j4B, CD, queste si taglieranno scambievolraenta 
in parti eguali in un punto 0, che dovrà essere il centro dellellisse, 
perchè in questa curva due corde non si possono mai tagliare scam- 
Dìevolmenle in parti eguali, se non quando passano pel centro (n°37 1 ) 
Dunque le diagonali AH, CD sono due diametri aell'ellisse, e però 
le rette AD, DB souo corde supplcroentarie, ed i diametri MN, LE 
paralleli a queste corde sono diametri eonjugati. 11 che si doveta 
dimostrare. 

PaoPosizioNE XLIV. 

393. Per gli eetremi di un diametro gtmltmqne deli ellisse sipos- ■ 
sono sempre tirare due corde supplementorie f/araJlele a guetle, 
oÀe corrispondono a gualsivoglia altro diametro ( fig. 80 ). 


Dùn. Siano AJV, BN due corde supplementarie tirale, per esc ra- 
po, dagli estremi dell'asse maggiore AB. Dico che le rette QM, 
rJU parallele a queste corde, che si conducono dagli estremi di qual- 
«■voglia altro diametro PQ, dovranno incontrarsi in un punto della 
curva; e però saranno anchesse corde supplementarie deirdlisse. 

Si tirino parallelamente alle corde AN, BN i diametri KE. DC, 
questi saranno eonjugati ( n** 390 ), e formeranno I angolo DDK e- 
^ale all’angolo ANB. Or estendo QM paratia ad AN, e PM e BN, 
le rette QU, PM s'incontreranno in un punto M, e faranno un an- 
golo eguale all’angolo N , ovvero all’ angolo DDK. Resta a di- 
mostrare che il punto M d’inconlro delle rette QM, PM è un punto 
della curva. Nel triangolo PMQ la retta LO è parallela a MQ, per 
conseguensa divide i lati BQ, B.O in parti pri'porzionali. ìVla P(hm 
OQ, dunque PLmiLM, dunque ( n’*37U ) PL, o ML è ordinata al 
diametro KE, e però il punto jV è un punto della curva. 11 che sì 
doveva dimostrare. 

394. Seolio. La reciproca di questa propoaisione è manifesta, vaia 
a dire che 

Se due corde supplementarie AN, BN si conducano dagli estre- 
mi di un diametro AB deW ellisse, le rette MQ, MP condotte da hm 
punto M della carta paraUelamente ad AN e BN incontreranno la 
curva medesima negli estremi di un medesimo diametro PQ. 


Pboposbions XLV. 


895: Nelf ellisse, t diametri MN, LE paralleli alle corde sapple- 
snentarie AC, BC, ohe uniscono gli estremi detf asse maggiore AB 
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con uno degli estremi Aitasse minore CD, sono diametri conjugati 
eguali ( fig. 79 ). 

Dim. Intatti i diametri MN, LE essendo paralleli alle corde sup- 
plementarie AC, BC, sono diametri conjugati ( n° 390 ). Si dimostra 
poi facilmente che sono eguali; dappoiché essendo la Ggura CFOG 
nn parallelogrammo, la diagonale CO divide in due parti eguali 
l’angolo LOM. Quindi i diametri, LE fanno angoli eguali con 
l'asse CD, e per conseguenza ( n° 3S9 ) sono eguali ira loro. 11 che 
si doveva dimostrare. 

Proposizione XLVI. 

396. Il massimo angolo, che possono fare due cor A supplemen- 

tarie, è uguale a quello formato dalle cor A, che uniscono i vertici 
All'asse maggiore con un vertice deltasse minore ( fig- SI ). • 

Dim. Per la proposizione xuv ( n° 893 | si può su|>porre che le 
corde supplementarie partano dagli estremi dell'asse maggiore AB: 
ma la dimostrazione sarà generale* 

Per i due vertici A, B dell’asse maggiore, e pel vertice C dell’as- 
se minore CD si faccia passare un arco di cerchio. Questi tre punti . 
saranno i soli punti comuni all’ellisse ed al cerchio, perché se aves- 
sero onattro punti comuni, per la simmetria deU'ellisse ( n" 59 ) ne 
avrebbero cinque, ed allora le due curve si taglierebbero in più di 
quattro punti, il che non può sussistere, «mme sarà dimostrato in ap- 
presso. Quindi l’arco di cerchio descritto sopra AB e capace dell an- 
golo ACB deve segare l’ellisse ne punti A, B, e toccar a nel punto 
C. Se dunque si descriva sopra AB un arco capace di uu angolo mi- 
nore dell angolo ACB, un tal arco dovrà segare rellisse in due punti 
M, e iV, e l’asse minore CD in un punto E situato fuori della curva; 
e per conseguenza te si tirino le corde AM, MB, AN, NB, ciascu- 
no degli angoli AMB, ANB sarà minore dell’angolo ACB. Dunque 
quest'aogolo è il massimo. Il che si doveva dimostrare. 

397. Corollario I. Essendo l’angolo ACB l’ angolo massimo, il 

suo supplemento KCB sarà l’angolo minimo. Ma l’angolo è 
uguale alla somma degli angoli CAB, CBJ,oyyeto all’angolo CBD. 
Dunque '• . 

Nell’ellisse il minimo angolo, che possono fare due corA supple-^ 
mentarie, è uguale all angolo, che fanno le corde che uniscono t 
due vertici Aitasse minore con un vertice Aliasse maggiore. 

898.' Corollario S. Si deduce ancora che vi sono due punti M e 
N situati da una pwte e dall’altra deil’asse minore, per i quali gli 
angoli AMB, ANB, formati da corde supplementarie, sono eguedi 
tra loro. 

Inoltre è manifesto che sopra l’arse AB non possono esistere che 
due soli sistemi di corde supplementarie , le quali facciano tra loro 
un angolo dato. 

396 Coridiario 3. E poiché due diametri conjugati sono parai- 
iloU a due corde supplementarie, ne consegue che non vi possono 
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sere che due soli sistemi di diametri conjugati. i quali facciano un 
angolo dato. Si vede poi facilmente che questi due sistemi si ridu- 
cono ad un solo, quando i diametri conjugati sono eguali, e quando 
sono assi conjugati. 

400. Corollario 4. Non possono esistere diametri conjugati, che 
facciano un angolo maggiore deirangolo j4CB^ o minore dell’an- 
golo CBD. 

401. Corollario 5. Gli angoli del parallelogrammo formato con 
unire i vertici degli assi deircllisse souo i limiti dell’angolo di due 
corde supplementarie. 

CAI’ITOLO IX. 

Applicazione delle lenriche contenute ndtpiattro capitoli 
precedenti alla risoluzione di oleum problemi. 

402. Un gran numero di problemi si potrebbe risolvere con l’ajuto 
delie teoriciie esposte ne’qapiloli precedenti, ma ci limiteremo ad al- 
cuni più necessarj. 

Proposizione XLVII. 

403. Essendo data fellisse, trovare il suo centro ( (ig. 80 )■ 

Soluzione. Si tirino due corde parallele AN, MQ in una direzio- 
ne qualunque, e per i loro punti di mezzo si conduca la retta DC, 
e si divida in due parti eguali nel punto 0, questo sarà il centro ri- 
chiesto. 

Infatti, per la costruzione la retta DC è un diametro deU’ellisse; 
e però il suo punto di mezzo sarà il centro della curva. Il che si 
doveva fare. 

Proposizione XLVIII. 

404. Trovare gli asti di una data ellisse ( Cg. 59 ). 

Sol. Si trovi il centro 0 deU'ellisse proposta. Si faccia centro in 
0 e con uu raggio eguale a qualunque semidiametro O.W si descri- 
va un cerchio, il quale per la simmetria dell’ellisse taglierà questa 
curva in quattro punti JB, M‘, N, IV' situati a due a due similmente 
rispetto a ciascun asse Quindi la figura JUNM'N', che risulta con- 
giungendo questi punti sarà un rettangolo iscritto aU'ellisse, e i dia- 
metri AB, CD rispettivamente paralleli ai lati MIIP, e d/iV di questo 
rettangolo saranno gli assi richiesti. 11 che si doveva fare. 
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Proposizione XLIX. 

*05. Descrivere l'ellhse per punti, essendo dati due diametri 
eonjtiyati di grandezza e dt sito ( tìg 60 ). 

Sol. Sia AB \\ primo diametro. Dal punto di mezzo 0 ('innalzi 
la perpendicolare CD eguale alla lunghezza del secondo diametro 
dato, e (ia CO~ OD. Sopra le rette AB, CD considerate come assi 
si descrivano i cerchi ALRS, CRD-. poi si tiri il ragghi ON, .si ab- 
bassi sopra AB la perpendicolare NP, e si conduca dal punto R la- 
retta .AAf parallela alla stessa AR. Il punto JU, secondochè si è di- 
mostrato ( n“ 296 ) appartiene all ellisse^ che ha per assi le rette AB 
CD. Ciò premesso, si conduca dal punto P una retta, che faccia con 
AB un angolo eguale a quello de’due diametri conjugati dati, e si 

f renda PiR'=PM, il punto M' sarà un punto dell’ellisse richiesta. 

>a dimostrazione è identica a quella fatta ( n° '296 ), perchè il qua- 
drato deU'ordiuata PAI' al diametro AB sin al rett.<ngolo delle 
ascisse corrispondenti come sta il quadrato del semidiametro conju- 
gato al semidiametro OB al quadrato di questo stesso semidiametro, 
il che si doveva fare. 


Altra Soluzione 

406. Siano AB, CD (fìg 82) i diametri conjugati dati. Dal punto 
C si cali sopra AB la perpendicolare CF, che si prolunghi finché 
sia CE=.OB,-et si conduca la retta indefinita OE. Ciò premesso, si 
prenda una riga RM di una lunghezza eguale ad OB, e su questa 
riga si noti un punto H tale che sia RH=FE, poi si faccia girare 
la riga medesima nell'angolo BOE in guisa che i punti Zf ed H sì 
trovino sempre situati sopra le rette OB, ed OE, il punfo M descri- 
verà l'arco BC dcirellisse richiesta. Si avranno gli altri archi fa- 
cendo muovere la riga negli altri angoli che fanno le rette ÓR, OE 
prolungate. Infatti, si conduca parallela a s'unisca e si 
tiri MP ordinata al diametro AB. 1 triangoli simili OFE, O^R, ed 
OCE, OQR danno 

OE-. OR\\CE.QR\:FE:RL. 

Ma CE=RM, e FEesUR dunque sarà 

MR’. QR : ; RH: RL, e però la retta MQ è parallela ad OB. 
Similmente si ha 

OC. OQ : :CE. qr. 

Ma OQ—MP, e CE= MRzssOB, dunque sarà 
OC-. MP\ \ OB-. QR, ovvero 

6C*: ji/Z** I ; GB'-. f[&‘. Or essendo la figura QLNF un rellan- 


Digitized by Google 



cuMCue 


>47 

gol^Mrh retto 1 angolo Q, e però si avrà gì}**À/À*— 

•^OF‘ = JPB. Quindi risulu-rà 

ffP^: APB : ; <7t*: Ó^, ossia il punto M apparterrà al- 
l'ellisse. Il che si doveva fare- ^ 

Proposizione L. • • 

407. Etttndo Hata tm'elli'ste. trovare due diameiri eonjugati, che 
facciano un angido dato ( lig. 78 ). 

Sol. Sopra uno degli assi dell ellisse si descriva un arco di 
cerchio capace dell'ango o dato. Da uno dei punti M, ove quest ar- 
co taglierà l’ellisse, si conducano agli estremi dell’asse le corde sup- 
plecnenlarie MA, MB, alle Ijuali si tirino dal centro O le parallele 
CE, DlM, queste saranno i diametri eonjugati richiesti (n* 390) Il 
che SI doveva fare 

■408. Scolio 1. Dalla teorica delle corde supplementarie apparisce 
che la costruzione precedente si dovrà fare sopra l’asse maggiore , 
quando l'angolo dato è ottuso e sopra l asse minore, quando è a- 
cuto. Inoltre è manifesto che 1 angolo dato non può sorpassare i li- 
miti assegnati ( n“ 400 ), altrimenti il problema sarebbe impossibile, 
e l’arco di cerchio non taglierebbe rdlisse. 

409. Scolio 2. Il problema proposto ammette due soluzioni, ge- 
neralmente parlando perche l arco di cerchio, fatta astrazione dai 
punti A c B, incontra I ellisse in due punti. Queste due soluzioni si 
riducono ad una sola quando 1 angolo dato è uguale aU’angolo ACB 
( fig. 79 ), che fanno le corde supplementarie, che uniscono gli e- 
stremi dell’asse maggiore AB con un estremo C dell’asse minore. 
CD, o pure quando è uguale all’angolo CBD, che fanno le corde 
siippli'mentarie. che uniscono gli estremi dell asse minore con un 
estremo dell asse maggiore. Infatti in tal caso, il cerchio tocca 1 el- 
lisse nel punto C. o i|Uesto punto di contatto equivale a due punti 
d’intersezione. Quindi i diametri eonjugati MN, ZA’ risolveranno il 
problema, e saranno diametri conjngati eguali, i quali evidentemente 
sono situati nella direzione delle diagonali del rettangolo costruito 
sugli assi, e che con i suoi lati tocca l’ollisse ne’punti A, C, B. D. 
In appresso indicheremo cou L l'angolo eguale all'angolo ACB, e 
con L' quello, che e uguale all’angolo CBI). 

410. Scolio 3. Il segmento di cerchio capace dell angolo dato si 
potrebbe descrivere sopra un diametro qualun |ue AB ( hg. 83) del- 
l'ellisse. Perocché si è dimostrato ( n“ o93 ) che per gli estremi di 
qualsivoglia diametro si possono sempre condurre due corde supple- 
mentarie parallele a quelle cho partono digli estiemi di qualunque 
asse, o diametro: solamente la discussione esige alcune cousiilera- 
zioni, delle quali non si ha bisogno, allorché l’arco tii cerchio si 
descrive sopra considerato come asse, come or ora si vedrà. 

àll. Scolio 4. Se sul diametro AB ( lig. 83 ) si descrive un arco 
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^ cerchio capace dell angolo dato, può accadere che un lai arco , 
fatta astrazione dai punti ^ e B, incontri l'elliise da una medesima 
Mrle di /ÌB in due punti, o pure che incontri l’ellisse in un punto 
j iif I * ***** prolungamento l’incontri in un altro punto N situato 
dall altra parte di -^B ^lel primo caso si vede subito che il proble* 
ma ammette due soluzioni, ma non così nel secondo. Infatti, se si 
conducano le corde snpplemenlarie, MB . NA, NB, e si sup- 
^ angolo AMB sia eguale all’angolo dato, l’altro angolo 
per le proprietà del cerchio sarà supplemento al primo. Non* 
dimeno, sì osservi che due diametri paralleli alle corde AN, BN 
• j** ‘ 1 “.®**’’® ®®gul>. de quali due sono eguali all’ angolo 
AmB, ed 1 due rimanenti all'angolo supplemento ANBt per conse- 
guenza questi nuovi diametri soddisfano ancor essi al problema pro- 
posto. E poi manifesto che le due soluzioni, delle quali è parola, si 
ridurranno ad una sola, quando l’angoto dato è uguale a Z, o a V. 
n atti, in tal caso i punti M, e iV d’intersezione si devono confon- 
dere in un solo , perchè esiste un solo sistema di corde supplemen- 
tane, che si^ tagliano sotto 1 angolo L, o U . Quindi il cerchio divien 
tangente all ellisse, ed i diametri conjugati richiesti si confonderan- 
no con le diagonali del rettangolo costruito sugli assi, ossia saran- 
no eguali fra loro. 

412 . Scolto 5. Se 1 angolo dato è compreso fra i limiti L e V, e 
si supponga che il cerchio (fig. 83 ) iiuoiitri l’. llisse in un punto M, 
c a tocchi in im punto A, estremo dol diametro AB, allora il punto 
jV si dovrà confondere col punto A, che equivale a due punti d’ in- 
tersezione, ed il cerchio medesimo a>rà comuni coll ellisse i soli 
punti B, M, y/, non potendo un cerchio incontrare 1 ellisse in più 
p/^'*l!**'** P*^**!'* come sarà dimostrato in appresso. Quindi la retta 
h che tocca il cerchio nel punto A, toccherà l’ellisse nello stesso 
BAD formato dalla corda AB e dalla tangente 
A à uguale all angolo iscritto nel segmento alterno, per lo 
proprietà del cerchio, ed il diametro cuiijugato ad AB è parallelo 
atta tangente AD, dunque il diametro AB ed il suo conjugato fanno 
tignale al! angolo dato. Ma i diametri paralleli alle corde 
. Mb sono conjugati, duu(|ue nel caso, che si cousidt-ra, csislo- 
sistemi di diametri corjugati che soddisfano al problema. 

tì. Se I angolo dato si suppone eguale L o Vy ed 
j amelro Ab ( fjg. 8 J ) sì suppone esser uno de'due diametri con- 
jugali eguali d* 11 ellisse, allora vi sarà un solo sistema di diametri 
conjugati, che soddisfi al problenia proposto. Infatti le corde supple* 
mentane MB, MA dovendo esser parallele, l’una al diametro AB, 

1 . tra al suo conjugato, ovvero alla tangente ED. si dovrà confon- 
ere una con AB, J altra con ED. Lo stesso dovrà accadere alla 
^ ®“PP*‘‘“>eutar e BN, NA-, per conseguenza i due punti M, 
N ‘•ilw’sezioue del cerchio coll ellisse si dovranno confondere col 
punto A, il quale in tal caso equivale ad un punto di contatto, ed 
j d intersezione. Quindi il cerchio passerà per i punti Bf 

pd A, ed in questo punto sara nel tempo stesso tangente e segante 


Digitized by Google 



coniCHC 


49 

lieirelliue. Allora fi suoi dire che il cerchio e l' ellisse hanno un 
contatto di teeondo ordine, ovvero che il cerchio accennato è un 
cerchio oeeulatore deU'eUisse. Si vede poi che il diametro AB ed il 
■uo conjugato formano il solo sistema di diametri conjugati, che pos- 
sono risolvere il problema proposto nel caso, di cui è parola. 

Proposizione LI. 

41A. Per un punto dato aultellisse condurre una tangente aUa 
curva ( £g. 84 ). 

Sol. Sia M il punto dato. Si tiri il diametro MK, e da un estre- 
mo B di un diametro qualunque CB si conduca la corda BN paral- 
lela al diametro MK, e si congiunga NC. la retta MT parallela * 
AC sarà là tangente richiesta. Infatti per la teorica delle corde sup- 
plemeniarie il diametro MK divide in due parti eguali la corda NCf 
per conseguenza la AP è ordinata al diametro MK, e la sua paral- 
lula MT é tangente all’ellisse nel punto M. 11 che si doveva fare. 

Proposizione LII. 

415. Condurre un ordinata a qualtitoglia diametro delC ellisse 

Sol. Sia MK un diametro dell’ellisse. Si tiri un altro diametro 
CB, e da un suo estremo B si conduca la corda parallela a MK 
Finalmente si congiunga AC, questa sarà divisa dal diametro MK 
in due parti eguali nel punto B, e per conseguenza la AP sarà l'or- 
dinata richiesta 11 che si doveva fare. 

Proposizione LIIl. 

416. Condurre una tangente all'ellisse, che sia parallela ad usta 
retta data ( fig. 84 ). 

Sol. Si tiri un diametro CB. Dal punto Csi conduca la corda CA 

K .rallela alla retta data, e s’unisca AB. Ciò fatto, si tiri il diametro 
A parallelo alla corda AB, e dal punto Mìe retta MT parallela 
a AC. sarà MT la tan.;ente richiesta. La dimostrazione apparisca 
manifesta dalla teorica delle corde supplementarie. 11 che si dove- 
va fare. 

CAPITOLO X. 

Deli ellisse riferita ad un sistema qualunque di assi coordinati. 

417. Fin qui si è considerata l’ellisse rispetto ai fuochi ed alle di- 
ottrici, agii a$$i, cd ai diametri conjugati. riel riferire la curva « 
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C ' diverii «iMeini »i sono scoverte diverM proprietà relatire ai 
, alle direttrici , agli assi , ai diametri eonju.aati, alle tan- 
genti , alle normali , ed ai parametri. Resta ora a dedurre altre 
proprietà dell ellisse dal paragone di tutti questi elementi. Ma per 
ciò fare bisogna rendere più generali le idee precedenti, vale a dire 
bisogna riferire la curva ad un sistema qualunque di assi coordina- 
ti, trovandosi l’origine delle coordinate in qualsivoglia punto del 
piano della curva medesima. Infatti, ne’ capitoli precedenti si è 
considerata l’ellisse solamente in casi particolari , in quanto spetta 
agli assi coordinati , perchè si è presa sempre per asse delle ascisse 
una linea, che passando pel centro della cur\a divideva tutte le 
ordinate in due parti eguali. Mon mai si è considerato il caso, in 
cui 1 asse delle ascisse non passa pel centro. Di questo andiamo ora 
a parlare. 

Pboposizione LIV. 


418. Nelt ellisse, il rettangolo delle ordinate earrisponden'i ad 
un ascissa qualunque è in un rapporto costante col rettangolo dello 
distanze del piede di queste ordinate ai punti d’incontro della cur- 
va coll’asse delle ascisse ( iìg. 8.) ). 

Dim. Supponiamo che l'ellisse sia riferita ad un sistema qualun- 
que di assi coordinati Ox.Og La retta SP, o RP, parallela all asse 
Og delle ordinale sarà un’ordinata della curva corrispondente all’as- 
cissa OP. Or dico che il rettangolo SPR delle ordinate SP. sta 
in un rapporto costante col reliangolo CPD delle distanze del piede 
P delle due ordinate ai punti d incontro della curva con l'asse Ox 
delle ascisse. 

Pel punto di mezzo della corda CD si faccia passare il diametro 
Aa, il cui coiijugato sia Bb, e si congiunga il punto/* col centro Q 
dell’ellisse per mezzo della retta Mm, che sarà un diametro della 
curva. Finalmente, dai punti P, M, D, si conducano le tfXUtPE, 
MF, DG, parallele al diametro Aa. 

I triangoli simili QMF, e QPE danno 

TQ'. 

Ma FM, e DG sono ordinate al diametro Bb, per conseguenza i loro 

Q uadrati stanno come i rettangoli BFb, BGb delle ascisse corrispon- 
enti, ovvero come le dilferenze fra il quadrato del seraidiami tro 
QB ed i quadrati di QF, e. di QG. Quindi si avrà 


QB'—QF”-. I .* QF': QF', 


ovvero 


QB': QB'— QG'-^QE' : : QB': QE", 

perchè in ogni proporzione la somma degli antecedenti ala a quellg 
de'couscgucuti come un antecedente al suo conseguente. - 
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Da un'altra fiarte gli ttesii triangoli sopraccennati danno 
QF*-. gir : : QU'i Qp'. 

dunque paragonando questa proporzione c<m la precedente risulterà 
QS‘: (f^—QG'-\-QÈ‘: : QÌÌ'{QP^, 

e drridendo 

OÌP-. qg' — qE^:\ Qu^i 

Or in questa proporzione il primo conseguente è uguale alla dif- 
ferenza dc'quadrati di AD, e di AD, in virtù delle parallele AD, 
{W, e Dfr, Qi\, ovvero è uguale al rettangolo CPD-, ed il seconde 
conseguente k uguale al rettangolo JUPm, dunque il rettangolo dei 
segmenti lUP. Pm del diametro Mtn sta a quello de'segmenli CP, 
Pi) della corda CD, come il quadralo dello stesso diametro sta al 
quadralo del diametro Bb parallelo alla corda medesima. 

Ripetendo la costruzione e la dimostrazione precedeute rispetto 
alla corda DA, si avrà che il rettangolo MPm sta al rettangolo DDA 
come il quadrato de! diametro Mm sta al quadrato del diametro pa- 
rallelo alla corda accennata. Quindi risulta manifesto che il rettan- 
golo RI*S sta al rettangolo CPD come il quadrato del diametro pa- 
rallelo a RS sta al quadrato del diametro parallelo a CD-, e però il 
rettangolo de'segmeuti dell’una starà al rettangolo de segmenti del- 
l'alira sempre in un costante rapporto, qualunque si sia la posizione 
del punto P, o dentro, o fuori della curva cssei:do generale la di- 
mostrazione precederne. Il che si doveva dimostrare. 

419. Corollàrio, Si deduce da questo teorema che ( lìg. 86 ). 

NtU'eUùiO, i reUauyoli MI’N, M'P'N', M"P"N", ctc. delle ordi- 
nale ilatino come i reitaugoli APB, AP'B, AP''B, eie. dille ditlan- 
ze dille ordinate ai pmtti d incanirò della curva coWaue Ox delle 
ateisoe (d’). 


(i’ì La proposizione qni sopra dinostrata è un principio «nerale, da coi si 
. petrakbero dedurre come casi particolari tutte le proprietà aeU’elliaM, che non 
dipeodoDo dai fuochi e dalle direttrici. Queste ultiaie proprietà si potrebbero 
ricavare dallo stesso principio, ma come conseguenze assai lontane, e però la 
teorica dei fuochi riu»cirèbbe pe ante ed intralciata. Or vedremo in appresso 
che il principio accennato appartiene ancora sU’iperbola, ed alla parabola, e 
per conseguenza tutta la teorica delle sezioni coniche si potrebbe far dipen- 
dere da quel solo principio, la cui dimostrazione si dovrebbe cavare dal cono 
olTantrata della s ienza. Primo a vedere la teorica delle seeioni coniche setto 
questo punto di vista generale fu il dotto geometra Inglese Giacomo Biiloe*,il 
quale nel 17 is scrisse un trattato di que^e curve, che poggia tutto sul prin- 
cipio generale, di cui è parola, abbenché sia espresso sotto altra forma. Ma 
questa maniera di vedere non fu adottata, perché la dimostrazione di quel 
principio all’entrata della scienza fatta da Milnes è assai prolissa, ed intral- 
ciata. Nel i8ia il sig. Pancelet nel suo ceXehre trattato delle proprietà pro- 
Jettioe delle Jiffure ha dato una breve dimostrazione di quello stesso principio, 
partendo dai principj della prospettiva, e da altri aucoro, che Boa occorro 
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CAPITOLO xr. 

, KKiAZIOITintA IX 8SCAHTI, Ui TAXGKKTI , EX HOBMAlIy 

I XAOGI TETTOBi, ED I DUNETKI DELl’ ELLIKE. 

420. Dal principio generale dimostrato nel capitolo precedente 
ai deducono immediatamente i seguenti teoremi. 


rà mentorare, ma disgraziatamente quella sua dimostrazione è non meno 
difficile di queUa di Milnes, anche a giudizio del sig. Vallèe, il quale nelle 
note alla sua gecnnetrìa descrittÌTa si è applicato a renderla più facile, ma i- 
nutilmenle, se non andiamo errati, essendo la difficolti inerente alla natura 
del soggetto. Per queste ed altre ragioni, che non possiamo qui esporre, ah- 
)>iam stimato di dedurre la teorica delle sezioni coniche da un altro principio 
generale, che dipende dal fuoco e dalla direttrice corrispondente, la cui di- 
mostrazione si ricava facilmente dal cono, come si è veduto ( n* as4 ), ed 
oltre a ciò questo principio è tale che facilmente si comprende anche all’en- 
trata della scienza, ciò che non può dirsi del primo. Comunque sia. abbiam 
stimato di far menzione in questa nota di que’due principj generali, che di- 
pendono l’uno dall’altro, in un modo più e meno facile, secondoebé si parta 
dall’uno o dall'altro, affinchè gli studiosi possano acquistare l’idea generale 
di tutta la dottrina delle sezioni coniche, e vedere che questa in ultima ana- 
lisi si riduce a que’due principj. 

Cou questa vedala ci è sembrato di dover riportare in questa nota la dimo- 
strazione , che si potrebbe lare della proposizione LIV con la geometria a- 
nalilìea. 

Sia 

reqaaziane generale delle curve di a” grado, o delle seiioni coniche, riferita 
ad assi qualunque, e supposta l’origine in qualsivoglia punto del piano di 
quelle cerve. Ordinando rispetto ad y, e dividendo per zf, si avrd 


y H 


Ca^-^Ex^F 


( 2 ). 


Or in ogni equazione ordinata l’ultinw termine è uguale al prodotto delle 
radici, per conseguenza sarà il prodotto delle ordinate corrispondenti ad nn’b- 
scissa qualunque x, eguale aH’ultimo termine ddl’eqiSazione (a). 

Quindi se un tal pr^otto si chiami P, si avrà 

„ Cx^-\-Ex-^F C / .E . F\ 

Ciò premesso, siano (e* ed le ascisse relative a y=Oy vale a dire le radici 
delTequaiione 

risulteri 

P = 2(3^ *')(*— ®") 

Ma a fatta astrazione dal segno, rappresentano le distanze del 
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Proposizione LV. 

421. l\ieir«Uit$e, te due corde CD, RS si tagliano, % rettangoli 
de'loro tegmeuli tono proporiionali ai quadrati de'diametri ad eti 
te paralleli ( fig. 85 ) 

422. Corollario. Da ciò si deduce che neU’elIisse due corde si li' 
gliano in parti reciprocameete proporzionali, solamente nel caso, in 
cui i diametri paralleli ad esse corde sono eguali fra loro. 

Proposizione LVI. 

423. Se da un punto P situalo fpori dell'ellisse si conducano due 
teeauli HA, PM, 1 reilangeli delle intere secanti nelle loro parti e- 
tleme stanno come i quadrati de'diametri ad esse paralleli ( tig 80 ) . 

424. Corollario. Quindi nell ellisse le secanti, che parlonu da un 
medesimo punto, ^ono reciprocamente proporzionali alle loro parli 
•sterne, solamente quando sono eguali i diametri ad esse paralleli. 

Proposizione LVII. 

425. 490 delle ceppie di secanti parallele PA, PM, P'A, P'M', 
P*'AB,P"AI"N", ecc. si conducano alLellisse, il rapporto de’ rettan- 
goli de'segmenti corrispondenti a ciascuna coppia di secanti è co- 
stante fig. 86 ). 

426. Corollario. Quindi se una delle secanti OAx (Gg. 87) passa 
pel centro C dell'ellisse, sarà MP^PN, e però 

WP* ; ; API} '. APB, vale a dire saranno I quadrali delle or- 
dinate al diametro AB proporzionali ai rettangoli delle ascisse corri- 
spondenti, ch'è un teorema già dimostrato ( u” 374 ) 


piede dell’ordinata ai punti, ne'quaK l’asse degli t incontra la curva; e sona 
poi C\ ed d due quantità costanti, dunque 

Jn ogni sezione cuiiiea, il reltangolo delle ordinale eorn'spondenli ad 
un" ascissa i/ualunque i in un rapporto costante col reltangolo delle dt- 
elanze del piede delle ordinale ai punii tC incontro detta curea coll" atte 
delle aiciue 

Questa dimostrazione analitica é brevissima e cbiarlssima; ciò non ostanla 
essa suppone che si sia diinoslrato che l’equazione (t) rappresenta le tre cur- 
ve coniche, vale a dire cha ti sia latta la discussiMie dell’equazione (1), la 
quale, come tutti sanno, é cosi lunga ed intralciata, che riesce assai diOicile 
ad intendersi dagli studiosi. Nondimeno la dimostrazione precedeute fa 
vedere ekiaramente porchii la proposizione LIV, estesa airipcrboie, ed olla 
parabola, sia uno de’due principj dai quali dipende tutta la teorica delle cur- 
ve coniche. Infatti, come più sopra abbiam detto, l’equazione (i) rappresenta 
tutte tre le curve accennate, e la proprietà geometrica comune a queste cur- 
ve, che quella equazione esprime, è la proposizione LIV estesa a tutte trq 
le sezioni coniche. 

20 
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Proposizione LVIff. 

427 . Se da un punto P si conduca all'eìUsse una tangente PA, 
ed una teeante PN, il quadrato delta tangente starà al rettangolo 
dell intera secante nella sua parte esterna, come il guadi ato del 
diametro parallelo alla tangente sta al quadralo del diametro pa- 
rallelo alla segante ( fig. 88 ). 

428. Corollario. Dunque nell’ellisse la tangeule PA sarà media 
proporzionale fra la secante PtS, e la sua parte esterna PM, sola- 
mente quando i diametri sopraccennati saranno eguali fra loro. 

Proposizione LIX. 

429. NelVellisse. se due corde parallele PiV, P'N' incontrano 
una tangente PA, i rettangoli dello intere secanti nelle loro parti 
esterne saranno come i quadrati delle parti della tangente PA, 
P'.A, comprese fra le respettive secanti ed il contatto A ( fig. 83 ). 

430. Corollario. Se dumme si prenda sulla secante PN wna parte 
PE tale che il quadrato di P^sia eguale al rettangolo NPM\ e sulla 
secante PN una parte PE' tale che il quadrato di P E' sìa eguale 
al rettangolo N'P'HP, i punti E, E', si troveranno sopra una mede- 
sima linea retta, che passerà pel punto di contatto A. 

Proposizione LX. 

4 . 31 . Neirellisse. se due corde s'incontrano dentro, ojuoridi 
essa, i rettangoli de loro segmenti saranno proporzionali ai qua- 
drati delle d,te tangenti parallele ad esse corde. 

432. Corollario Quindi se da un punto preso fuori dell ellisse si 
tirino due tangenti, i loro quadrati saranno proporzionali ai quadrati 
de’diametri, che sono ad esse paralleli, o cne vale lo stesso, le tan- 
genti saranno pnoporzionali ai diametri accennati. Sicché le due tan- 
genti non sono sempre eguali, come accade nel cerchio , ma lo sono 
solainente quando i detti diametri sono eguali. Da ciò poi si deduce 
che se da un punto situato sul prolungamento di un asse della curva 
si conducono due tangenti, queste saranno eguali fra loro. 

Proposizione LXI. 

433. Vu cerchio non può tagliare l’ellisse in più di quattro punti 

Dim. Siano AB, CO due diametri eguali deH’elLisse. Il rettangolo 
di CO in OD sarà eguale al rettangolo di AO in OB, e per conse- 
guenza il cerchio descritto col punte O come centro, e col raggio 
OC dovrà passare per i quattro punti A, C, B, D. Or dico che que- 
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sto cerchio non puh passare per un altro punto lì deH’ellisse. Infatti, 
se si tiri la corda AR, il rettangolo di CS in SD sarebbe eguale al 
rettango/o di AS in Sii, jmt le proprietà del eerehio, ed allora con- 
duccndo pel centro O delT ellisse un diametro parallelo alla corda 
AR\ sarebbe un tal diametro eguale a CD, ovrero ad AB (n“ 4'2I): 
il che non può sussistere. Dunque il cerchio non può segare rellisso 
in più di quattro punti. Il che si doveva dimostrare. 

434. Corollario. Se dunque un cerchio tocca rellissc in due punti 
non potrà incontrarla in alcun altro punto, perchè il contatto equi- 
vale a due punti d'intersezione. Se poi un cerchio toccasse Tellisse 
in un solo punto, allora é manifesto che potrà segarla in due altri 
punti, etc... 

Proposizione LXII. 

435. Se un diametro dell' ellisse ri prolunghi finché incontri la 
tangente condotta in un punto della curva, esso sarà diviso armo- 
nicamente dalla tangente, dalia curva, e dalli ordinata del punto 
di contatto ( lìg. 90 ). 

Dim. Sia Alt un diametro dell’ellisse che incontri la tangente MF", 
nel punto 0. Si tirino le tangenti verticali AF, BR, l’ordinata MP, 
il semidiametro CD conjugato ad AC,ehe si prolunghi fino alla tan- 
gente in Q, ed il semidiametro CjY parallelo alla tangente nicdesiiuaa 
l.>e tangenti AF , FM, e BR, li. il sono proporzionali ai semidia- 
metri CD, CN eà esse paralleli ( n" Ida ); per conseguenza si avrà 

BR: AFllMR: JIJF, 

Ma in virtù delle parallele AF, MP, BR si ha 

BR: AF.:OB: OA, 

Mli: M F:\PB: PA, 

dunque sarà 

OB: OA'. ‘PB: PA. Il che si doveva dimostrare, 

446. Scolio. In virtù delle parallele AF, MP, BR divien mani- 
festo che anche la tanscute OR è divisa armonicamente nc'punti 0, 
V, M, R. 


Proposizione LXJII. 

4.37. Se dal vertice A di un diametro AB dell’ellisse si conduca 
la tangente AE, che incontri in E la retta, che congiunge un punto 
M della curva coll’altro vertice B, essa sarà divisa in due parti e- 
ouali nel punto V dalla tanuente latende Oàl condotta tsel punto 

( fig. 91 ). -^ 

Dim. Si conduca la tangente verticale BR, che incontri la tan- 
gente laterale OM nel punto R. 

Essendo simili i triangoli BMR, FME si ha 

RB : FE: .BM: ME.'.BP : PA 

*» 
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Ma per la proposizione precedcnlc 

BF-. pà: ; OB-. oa : : br -. af, 

dunque sarà 

BR-.FEWBR. AV, 

e però AV=VE. Il che si doveva dimostrare. 

Proposizione LXIV. 

438.0^» semidiametro AC dell’ellisse è medio proporzionale fra 
la distanza CO del centro al punto, in cui la tangente MO incontra 
il diametro, e l’ascissa CP del contatto M, computala dal centro 
(fig.90). 

Dim. 1 quattro punti 0, A, P, B sono armonici ( n 42S ); ed è 
poi la distanza AB de’due punti conjugati A e B divisa in due parti 
eguali nel punto C. Uupque per le proprietà della proporzione ar- 
monica (n“ 106] dovrà esser media proporzionale fra COe CP. 
Il che si doveva dimostrare. 

439. Scolio. La definizione della sottangente dala ( n° 323 ) per 
l'asse si applica ancora ad un diametro qualunque. 

Proposizione LXV. 

440. Neir ellisse, se un diametro AB incontra una tangente OM, 
la sottangente PO sarà quarta proporzionale in ardine all’ascissa 
CP del contatto M, computata dal centro, ed alle distanze PB , PA 
del piede delt ordinata ai due vertici del diametro ( Cg. 90 ). 

Dim. La dimostrazione di questa proposizione c identica a quella, 
che è stata fatta ( n° 339 ), quando AB era un asse della curva. 

Proposizione LXVI. 

441. 4^6 dagli estremi di un diametro AB dell' ellisse si conduca- 
no le tangenti verticali AV, BR, che incontrino una tangente late- 
rale OR ne' punti V c R, il rettangolo delle tangenti verticali sarà 
eguale al quadrato di CD, semidiametro conjugato ad AC (fig.90). 

Dim. I quattro punti 0, A, P, B sono armonici ( n“ 435 ), ed è 
poi la distanza AB de’due punti conjugati A o B divisa in due parti 
eguali nel punto C. Quindi per le proprietà della proporzione ar- 
monica ( n“ 108 ) dovrà essere 

OA: OP: : OC: ob. 

Ma per i triangoli simili queste rette seno proporzionali alle rette 
AF, PM, CQ, BR, dunque sarà 

AF : PM CQ . BR, 
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ovvero sarà il rettangolo delle tangenti verticali /iF, eguale al 
rettangolo di PM in CQ. Or se dal punto il si conduca al semidia- 
metro CD l'ordinata ÌIEi risulta PM = CE, dunque il rettangolo 
delle tangenti verticali è uguale al rettangolo di CE in CQ, vale a 
dire al quadrato di CD ( n° 441 ). Il che si doveva dimostrare. 

Proposizione LXVII. 

442. Poste le cose della proposizione precedente, il rettangolo 
delle tangenti verticali AV, UH è un massimo ( fig- 91 ). 

Dim. l’cl punto M si tiri una retta KL, che incontri le tangenti 
verticali ne’punti K e L. Essendo ( u° 432 )■ 

SR: AE: : MR-. MV, 

ed essendo per i triangoli simili 

MRL, MKV, le rette MR, MV proporzionali alla rette RL, KV , 
sarà 

BR-. AV: : RL. KV, 

ovvero 

AV>cRL=BRxKV. 

Or essendo AK=AV-\-VK, c BL-=^BR — RL, sarà il rettangolo di 
AK in BL eguale alla somma dc’rettaugoli AV~><Ul{ c VKxBR, 
meno quella de’retlaiigoli AVXRL e VKxRL. 

Ma VKX.BR=A P "XRL, dunque il rettangolo di .IK in BL è 
eguale al rettangolo AV'XBR meno il rettangolo VKxHL', c pe- 
rò il rettangolo di AV in BR è un niassinio. il che si doveva dimo- 
strare. 


Proposizione LXVHI. 

443. Neir ellisse, il rettangolo RMV delle parti della tangente 
laterale OR, comprese fra il contatto M e le tangenti verticali AV, 
BR, tirate dai vertici di qualunque diametro AD, è uguale al qua- 
drato del semidiametro CN conjugato al semidiametro CA\, che passa 
pel contatto ( Cg. 90 ). 

Dim. Essendo CDparallela ad AV, e CN ad OR, si ha(n”432 ) 

AV: Vii: • CD; CN, 

BR : MB : : CD: CN. 

Quindi moltiplicando per ordine i termini di queste due proporzioni 
sarà il rettangolo di yJV 'nx BR al rettang(do di VM\u MB come il 
qu,idrato di CZ^alqiiad a’.o di C!\l Ma il priiuo rcllungolo c uguale 
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al quadralo di CD ( ti° 441 ), dunque il secondo dovrà esser eguale 
al quadrato di CN. Il che si doveva dimostrare. 

PnOPOSlZBJlNE LXIX. 

444. Poste le cose della proposizione precedente , ilrettango'o 
QMO <klle parti della tangente laterale OH, comprese fra il con- 
tatto ed i semidiatnetTi conjugati CO, CA, è uguale al quadrato di 
CN. ( Ug. 90 ). 

Dim. Essendo armonici i punti 0, V, M, ^ (n° 43G ), ed essen- 
do la distanza FRAei due punti conjugati F e li divisa in duo parti 
uguali nel punto Q, sarà per le proprietà della proporzione armoni- 
ca ( n" 108 ) 

MF: MO: \MQ: MR, 

e però il rettangolo MOQ sark eguale al rettangolo RMF , ossia al 
quadrato di CATper la proposizione precedente, il che si doveva di- 
mostrare. 

Phoposizone LXX. 

445. Nell’ellisse, se per le estremità diuna corda si conducano 
le tangenti, esse vanno a riunirsi in un /muto del diametro, che 
divide la corda in duo parti eguali ( Cg. 92 ). 

Dim Dalle estremità della corda MNìì conducano le tangenti. 
Dico che queste vanno a riunirsi in punto O del diametro OP , 
che divida la corda di contatto in due parli eguali nel punto P. Pe- 
rocché essendo MP,e, /Wambedue ordinale al diametro DP(n“370), 
la sottangente PO dev’csser la stessa tanto per la tangente JdO, quan- 
to per la tangente NO, e però le due tangenti devono incontrarsi in 
un medesimo punto del diametro OP- Il che si doveva dimostrare. 

346. Corollario. Non potendo passare pel punto 0 e pel punto P 
che una sola linea retta, risulta manifesta la proposizione inversa 
alla precedente, vale a dire. 

Nell ellisse, la retta che congiunge l’incontro di due tangenti col 
punto di mezzo della corda di contatto, è diametro della curva. 

Proposizione LXXI. 

447 . Poste le cose della proposizione precedente, se si conduca 
una retta QL parallela alta corda di contatto MN, le parti QF, 
RL di essa retta, comprese fra la curva e le tangenti OQ, OL, sa- 
ranno eguali fra loro ( Cg. 92 ). 

Dim. Infatti, il diametro OR divide la corda FR in due parti c- 
guali nel punto B. Ma in virtù delle parallele MN, QL, si1ia 
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BL-. PN: ; BQ: MP^ 

ed è poi MP—PN, dunque sarà pure BL=a BQ. Quindi se da BQ 
si toglie BF, e da BL la BR, cbe è uguale a BF, resterà QF=JiL. 
n che si doveva dimostrare. 

Proposizione LXXII. 

448. Se da un punio 0 si conducano altellisse le tangenti OM, 
ON, ed una secante OF, ouesla sarà divisa armonicamente da esso 
punto, dalla curva, e daUa corda di contatto MN ( fig. 92 ). 

Dòn. Per i punti A e F, dove la secante incontra la curva, si con- 
ducano le rette CD, QL parallele alla corda di contatto MN. Per 
la proposizione precedente si ha CA=ED , QF=RL, per conse- 
guenza sarà CE=AD, e QR^FL. Or si è dimostrato ( n° 429 > 
che il rettangolo di CA in CE sta a quello di QF in QR come il ^ 
quadrato di Ci/ al quadrato di MQ, ovvero come il quadralo di AK 
al quadrato di KF, in virtù delle parallele CD, MN. QL\ ed ù poi 
il rettangolo di CA in CE eguale al rettangolo CAD, ed il rettan- 
golo di QP' in QR al rettangolo QFL, dunque sarà 

CAD-. QFL : : Zìr : . ( I ) 

Ma in virtù delle parallele sopraccennate si ha 
CA-.QFy.OA.OF, 

ADiFL::OA:OF, 
ovvero, moltiplicando per ordine, 

CAD: QFL : : ÓA': OF', 

dunque paragonando questa proporzione colla proporzione (1), si 
avrà 

!&' rF': : : m'-. FÌP, vaie a dire AK: KF: : OA: OF, 0 
che si doveva dimostrare. 

Proposizione LXXIII. 

449. Il rettangolo ddle due normali MN, MR a qualsieoglta 
punto M delftllisse, terminate ai dui assi AB, CD, è uguale al 
guadrato del semidiametro OE corrugato a quello, c/te passa per lo 
stesso punto M ( fig. 93 ). 

Dim. Si conduca pel punto M la tangente all’ellisse, che incontri 
i due assi ne’punti T e S. Essendo 1 angolo T comune ai due trian- 
goli rettangoli MNT, SUT, sarà il terzo angolo MNT del primo e- 
guale al terzo angolo 5 del secondo. Quindi i due triangoli accen- 
nati saranno simili, e per conseguenza lo saranno ancora i due tri- 
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angoli rettangoli JUNT, SMR. Da ciò risulta che l’angolo Rsa T, 
e che 

Jtr/V: MT : : ms-. mr, 

ovvero che il rettangolo di MN in MR è uguale al rettangolo di 
MS in MT: ma questo ( n*’444) è uguale al quadrato di OR, 
dunque 

MNXMR—UÈ*. n che si dorerà dimostrare. 
Proposizione LXXIV. 

450. Il rettangolo contenuto dalla normale MN, o MR, termi- 
nata ad uno degli assi dell'ellisse, e dalla normale MK terminata 
al diametro parallelo alla tangente MT, è uguale al quadrato del 
semiasse minore OC, o del semiasse maggiore OÀ ( fig. 93 ). 

Dòn. Dal centro 0 dell’ellisse si abbassi sulla tangente la perpen- 
dicolare OL, e dal punto M si conducano le ordinate MP, MQ. I 
triangoli rettangoli OLS e MPN, OLT e MRQ, sono simili per le 
cose dette nella proposizione precedente, perciò si ha 

OL : OSl .MP: MN. 

Quindi il rettangolo di MN in OL, o di MN in MK sarà eguale 
al rettangolo di MP in 05, ovvero di OQ in OS Ma il rettangolo di 
OQ in OS h uguale al quadrato di OC (n°438), dunque sarà il 
rettangolo di MN in MK eguale al quadrato del semiasse minore 
OC. Similmente si ha 

OL: 0T\\MQ: MR, 

dunque il rettangolo di MR in MK è uguale al rettangolo di OP, 
in OT, ovvero al quadrato del semiasse maggiore OA. 11 che si do- 
veva dimostrare 

Proposizione LXXV. - 

451. NelFellisse, il rettangolo de raggi vettori MP, MF' tirati 
altestremo M di un semidiametro OM, è uguale al quadrato del 
semidiametro OE eonjugato ad OM ( fig. 94 ). 

Dim. Dal punto M si conduca la tangente TR. che incontra i se- 
miassi OC, OA iie’punti 5 e 7*, e si congiunga FS. Dal centro O. 
delleliisse si tiri la retta OR parallela al raggio vettore MP'', e s'u- 
nisca FR, che sarà perpendicolare alla, tangente ( n° 331 ). Essen- 
do retti gli angoli FAi>, FOS , il cerchio descritto sopra FS come 
diametro passerà per i punti R eà. 0, e per conseguenza sa- 
ranno eguali gli angoli hOP', RSF come iscritti in un medesimo 
segmento di cerchio. Quindi i loro supplementi, cioè gli angoli 
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ROT, FST saranno ancora eguali fra loro. Ma in rirtù delle pa- 
rallele MF' ed OR, l'angolo MFT è uguale aU'angolo ROT, dun- 
que sarà l’angolo 31 FT eguale all’angolo MSP. Ma da un’altra 
parte sono eguali gli angoli TMF, SMF ( n“ 329), dunque tono 
simili i triangoli MTF, 3JSF, e però si avrà 

3IT: 31F:: MF‘‘ MS. 

ovvero sarà il rettangolo dc'raggi vettori MF, MF eguale al rei- 
langolb di 3IT in MS, ossia al quadrato di OE (n° 444 ). 11 che si 
doveva dimostrare. 

l’noposizioNE LXXVI. 

452. I\’ eli ellisse il quadralo di un dùtmtlro qualunque CD è m> 
quale al rettangolo contenuto daWasse maggiore AB e dalla corda 
MN condotta pel fuoco F, parallelamente ad esso diametro 
(fig. 93). 

Dim. Nel punto M si tiri la tangente MT, che incontra il diame- 
tro CD nel punto T, e l’ordinata MP allo stesso diametro. Final- 
mente si conduca il diametro conjugalo RQ, il quale dividerà la 
corda MN in due parti eguali nel punto E. Ciò premesso, la retta 
OT è eguale al semiasse maggiore ÒR, perchè è parallela alla retta 
FA/, che unisce il fuoco col punto di contatto ( n“ 331 ). Or essen- 
do OC media proporsionale fra OP rà OT, ed essendo OP=ME, 
ne segue che sarà OC media proporzionale fra OR e ME, ovvero 
sarà CD media propor/.ionale fra ARc MN, o inGne sarà il quadrato 
di CZ7 eguale al rettangolo di AR'm AIN- Il che si doveva dimostrare. 

Proposizione LXXVII. 

453 . Nell ellisse , la somma di due corde condotte per un 
fuoco , o per i due fuochi, parallelamente a due diametri con- 
jugati, è uguale all'asse maggiore coll aggiunta del parametro . 
di qxteslo medesimo asse ( Gg. 9S ). 

Dim. Sia l'asse maggiore. Si tirino due diametri coniugati 
qualunque CD , RQ , ai quali siano condotte parallelamente le 
corde MN , KL dal fuoco F, o l’ima da questo fuoco, e I altra 
dal fuoco F 

Per la proposizione precedente il quadrato di CD è uguale af 
rettangolo di AB in MN , ed il quadrato di RQ a quello di AB in 
KL. Quindi il rettangolo coutenuto da dalla somma delle due 
corde è uguale alla somma de’ quadrati de’ due diametri coniu- 
gati , ovvero ( n* 381) a quella de’ quadrati de’ due assi. Ma' il 
quadrato dell’ asse minore è uguale al rettangolo dell asse mag- 
giore nel parametro di questo medesimo asse, dunque la somma 
delle cotà.e B1N , KL è uguale all’ asse maggiore coll’aggiun- 

‘21 
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ta del parametro di questo medesimo asse. Il die si doveva dirno* 
mostrare. 

' PROPastzioNE IjXXVIII. 

454. Ilrettanqolo de'le perpendicolari VL, VR aiòaxsate dai 
fuochi F c F' dell’ellisse AMB sopra una tangente qu tlunpie IIML, 
è uguale al quadrato de.l semi /ss e minore ( fig. !)(l.) 

Dim. Sopra l'asse maggiore AH come diametro si descriva un 
cerchio, il quale (n“ 332i passerà per i piedi delle perpendicolari 
R,L\ poi si prolunghino queste p •rpendicolari Gitehc incontrino 
di nuovo la circonferen'a ne’ punii D, ed R. 

Essendo retti gli angoli R, e L ciascuno di essi sarà iscrìtto in 
un semicerchio , e però le rette DL , RE sono diametri del cer- 
chio. Quindi sono eguali i due triangoli rettangoli DRL, f}LR, e 
per conseguenza sarà RU— LE. Or in virtù delle parallele RI), LE 
si ha l’angolo RF'F = F'FE, e l'angolo LFF'—DF'F: se dun- 
que si applica il trapezio DEFF' sul trapezio FLRF' in guisa clic 
l'angolo EFF' coincida col suo eguale FF'R. risulterà FE~F'R, 
è FL=DF' Quindi il rettangolo di FL in F'R sarà eguale al ret- 
tangolo di FE in FL, ovvero al rettangolo di AF in FU. per le 
proprietà del cerchio. Ma ( n“ 28i) il rettangolo di AF in FU c. 
uguale al quadrato del semiasse minore: dunque il rettangolo delle 
perpendicolari FL, FR sarà pure eguale a questo quadrato. Il (die 
si doveva dimostrare. 

PROI>OSIZIO^E LXXIX.^ 

455. Nell ellisse, se dagli estremi di qualunque diametro AB si 
conducano le corde supplemenla/ te AM, MB. il quadralo del se- 
midiametro conjugato CD sarà eguale al rettangoli/ delle distanze 
CE, CR del centro ai punti d'incontro delle ‘corde con esso semi- 
diametro ( fig. 97 ). 

ZH'm. Si conduca l ord inata d/P al diametro In virtù delle 
parallele CD, MP-. si ha 

c. AP -. AC \ . MP -. CE 

, PB : CB .: lUP. CR. 

I » * 

Uoltiplicando per ordino, ed osservando che ACe= CB, si avrà 
' APB-. AC WSP’ -. RCE 

Ma per le proprietà dell' ellisse ( n° 289) si ha . . .i . 

' ’ APB: M". \ ÀfF- CD\ ' ' 

dunque Cd'*xRC£, Il che si doveva dimostrare. . . 
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CAPITOLO XII. 

Risoluzione di ulcuni pr(, Itti nn. 

'156. Applicheremo in questo capitolo le teoriche contenute noi 
capitolo precedente alla risoluzione di alcuni problemi, che sono 
stali già risoluti; ma in queste soluzioni I’ ellisse quasi sempre si è 
supposta descritta, mentre in quelle, che andiamo ad esporre si sup- 
pone che la curva non sia descritta, in guisa che le costruzioni di 
detti problemi si possono applicare quando sono dati i soli do- 
terminanti della curva accennata. 

Proposizione LX.\\. 

■457. Un diametro qualunque deU'etlisse essendo dato, trovawt 
il suo eonjugatu ( lìg. ‘J7 j. 

Sol. Sia CL la metà del diametro dato. Se Fdlissesi suppone de- 
scritta, la soluzione del problema proposto è semplicissima, perchè 
si riduce a tirare dal (•entro t una retta C^paràllela alla tangente 
condotta dal punto L estremo del semidiametro dato. Ma se l ellisse 
non è descritta, e sono dati i semidiametri coiijugati AC, C/7 come 
determinanti della ciirva.ullora si ris(»l\erà il problema nel modo che 
segue. 

Si conduca AU. parallela a V.h, e sopra il semidiametro CD pro- 
lungato si prenda ui\a parte di terza proporzionale in ordine alle 
rette CK, CU-, indi si tiri la retta UH, die incontri la AE in un 
punto Al l,)uestu sarà un punto dell’dlisse (ii* -WS), i coi scmidia- 
iiietri coiijugati sono AC, CU. Quindi le corde AM, H.M sono suppfe- 
menlaricjC la retta CS parallela alla <M>rda/l.l/ darà la direzione del 
semidiametro coniugato a CL { u° 390 ). Per aver [>oi la lunghezza 
dello stesso semidiametro si prenderà sopra CS una parte CH rocd'a 
proporzionale fra BK e BR. Infatti si tiri la tangente dal punto A, si 
prolunghi Gnchè incontri la CS 1 triangoli ACS,RCB sono eguali, 
perchè AS è parallela a CR, e CS a BR, ed è poi AC=CB per con- 
seguenza sarà CS=BR. Ma CH è inedia proporzionale fte CG e 
CS (n® 438), ed è CG=MK—BK, dunque CU è la Uinghi'zza dol 
semidiametro conjugato a CL. Che se fosse data la sola direzione del 
sem!diainetroC£,è manifesto che si determinerebbe la sua lunghezza 
con trovare una mi^ia proporzionale fra Ad ed AM. Quindi css»- 
do dato un diametro dell'ellisse si può sempre trovare il suocooju- 
gato. Il che si doveva fare. < 

Pitoi’OSizroNE. L.W\.r. 

•138-. Essendo dati gli assi di un el'.isse, c f angolo, che due di»' 
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metri conjugati fanno tra loro, determinare guesli diametri di sito 
e di grandezza ( fìg. 98 )■ 

. SiÀ. Questo problema è stato già risoluto ( n“ 407 ) ^ma allora 
1 ellisse era data. Ora si suppone che 1 ellisse non sin ^fflìtritta, e 
che siano dati come determinanti i suoi assi, de’ quali A8 è il mag- 
giore, e CD la metà del minore. 

Si descriva sopra AB nn arco di cerchio ALB capace dell’angolo 
dato, si tratta di tfovare un punto M d'inlerseiione di quest'arco 
coU’elHsse. 

Supposto trovato il punto M si compia il cerchio, il cui centro 0 
sarà situato sopra CÒ. Dal punto M si tirino le corde MR, MN, 
luna perpendicolare ad AB, rallra a CD, e dal punto 0 si abbassi 
sopra la corda MR la perpendicolare OG. 

Essendo il punto M per ipotesi sull'ellisse, sarà ( n“ 300 ) il ret- 
tangolo di aP in P£ al quadrato dell’ordinata MP come il semiasse 
*1 semiparametro di AB, che faremo eguale a CK. Ma 
per le proprietà del cerchio il rettangolo di AP in PB è uguale al 
rettangolo di PR in PM, dunque si avrà 

PRXPM: CB: CK, 

ovvero, togliendo il fattore comune PM, 

PR-. PMy.CB: CK. 

Or essendo GR= GM = OE, e PG «= OC, ne consegue che la 
proponione precedente si riduce alla seguente 

OE^^OC - OE— OC : ; CB-. CK. 

E poiché in ogni proporzione la somma de’ due primi termini, sta 
alla loro ditferenza come la somma de’ due secondi alla loro diffe- 
renza, cosi si avrà 

20E: 2 OC: ; CB-^ CK: CB— CK, 

vale a dire 

OE : OC : : KB : KA. 

Dunque OE è una quarta proporzionale in ordine alle tre retto 
date OC, KB, KA, e per conseguenza il punto E è dato. Quindi se 
da questo punto si conduca parallelamente ad AB una retta MN, 
questa incontrerà in generale l'arco di cerchio ALB in due punti 
ÀI, e A, e cosi resterà determinalo il punto A/. Se dunque si tirino 
le corde supjplemeularie AIA, MB, e dal centro C si conducano paral- 
lelamente ad esse corde due rette, queste daranno la direzione dei 
semidiametri conjugati richiesti, la lunghezza de’quali si determine- 
rà poi per mezzo del problema precedente. Il che si doveva fare. 
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Proposizione LXXXIl. 

459- Euendo dati di grandezza e di sito due diametri emirati 
di un'elluse, determinare la grandezza t la direzione degli asei 
( fig. 90 ). 

Sol. Quando Tellisse è già descritta, questo problema si risolve 
facilmeute, riducendosi la costruzione a quella riportata (n** 404). 
Ma quando l'ellisse non è descritta, allora si dovrà operare come 
segue. 

Siano ML, NK i diametri conjugati dati. Si_ conduca dal puntò 
iT\n retta indefìrlita OR parallela a NK, essa sarà tangente all’el- 
lisse. Si prenda MS eguale al semiparametro del diametro ML, poi 
si divida CS in due parti eguali nel punto Q, e da questo punto 
s’innalzi sulla stessa CS la perpendicolare che incontri la tangente 
in un punto G. Ciò premesso, si faccia centro in G, e con un rag- 
gio eguale a GC, o pure a GS si descriva un cerchio, che taglierà 
la tangente ne'punti Oe Q Fiuaimcnte, si congiiingano questi punii 
col centro C per mezzo delle rette OC, QC, queste determineranno 
la direzione degli assi richiesti. La lunghezza di questi medesimi, 
assi si determinerà nel modo seguente Dal punto M si abbassino le 
perpendicolari MP. ME- e si trovino due medie proporzio' ali l una 
fra CP e CO, l’altra fra CE e CQ, la prima darà il semiasse mag- 
giore f’//, la seconda il semiasse minore CI), e qu ndi i due assi. 
MB, Dir si troveranno determinati di sito e di grandezza. ' 

La dimostrazione delle cose precedenti è facile a farsi. Infatti, ri 
circolo deve passare per i quattro punti C, S, O, Q, e però sarà il 
rettangolo OMQ eguale al rettangolo CMS Ma questo è uguale al 
quadrato di CN, perchè CN è media proporzionale fra C:ìf è MS 
( n' 300 ), dunque il rettangolo OMQ è uguale al quadrato di CIV 
e per conseguenza essendo retto l’angolo MC'D, le rette OC, CQ 
daranno la direzione degli assi deirelfisse ( n‘ 444 ). Essendo poi 
ogni semidiametro dell’ellisse medio proporzionale fra l’ascTssà del 
contatto, e la distanza del centro al piede della tangente ( n** 439), 
nc segue che MC, e CD sono i semiassi della curva, e però gli asti 
MB, UH sono dati di sito e di grandezza. 11 che si doveva faro. 

Proposizione LXXXIII. 

460. Condurre la tangente all' ellisse in un punto dato sulla 
curva ( Cg. 91 ). ■■ ‘ 

Sol. Sia Al il punto dato, ed MB un diametro dell’ellisse- Si 
conduca ME parallela al di.imetro conjugato ad MB, si congiunga 
il punto B col puntò M,e si proliinghi la retta BM Irnchi’ inctmtri la 
parallela accennata, nel punto E. Ciò premesso, si divida ME in 
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due parli eguali nel punto e s’unisca il punto M co! punto V 
per mezzo della retta itfO, che sarà la tangente richiesta ( n® 437 ). 
11 che si doveva /are. 

461. Scolto. £ manifesto che questa soluzione si applioa anche 
quando l’ellisse non è descritta, e sono dati come determinanti della 
curva il diametro AB ed il %uo conjugato. 

• Altra Soluzione • 

462. Dal punto dato M ( fig. 91 ) si tiri MP parallela al diametro 
conjugato ad AB, indi si prenda CO terza proporzionale in ordine 
alle rette CP, CA, e si congiunga 0!U,- questa retta sarà la tangente 
richiesta ( n® 43g). È evidente che questa soluzione si applica anche 
quando l'ellisse non è descritta. 

Proposizione LXXXIV. 

463. Per un punto dato fuori delP ellisse , tirare una taoigente 
alla curva ( iig. 99. ). 

Sol. Siano AB, CD due diametri coujugati dell’ellisse, e suppo' 
niamo in primo luogo che il punto dato R si trovi sopra uno di 

Q uesti diametri. In tal caso si prenda OP terza proporzionale in or- 
ine alle rette OA, ed OR, e dal punto P si conduca KL parallela a 
CD. Se la curva si suppone descritta, allora la retta RM, o RN, 
che unisce il punto dato col punto Hf, o N d'intersezione della cur- 
va con la retta KL, sarà la tangente richiesta ( n° 438 ). Ma se la 
curva non è descritta, e sotto dati come determinanti di essa i dia- 
metri conjugati AB,- CD, bisognerà prima determinare i punti M, e 
Jf-, il che si ottiène’ facilmente. Infatti, il rettangolo di APin PB 
sta al quadrato ài il P come il quadrato di AO al quadrato di CO 
( n® 29 O ). Se dunijue si prenda PS media proporzionale fra AP e 
PB, e si tiri Sii parallela alla corda AC, i triangoli simili SilP, 
AOC daranno 

:* . •• pS'w Jq': ovvero 

APB: fu' ICP'. CO* e per conseguenza if 

ponto M appartiene all'ellisse. 

Similmente si determinerà il ponto Ti, e si avranno le tangenti 

RM, RN. 

Supponiamo ora che il punto R { fìg. lOO ) si trovi comunque si- 
tuate. e s'unisca questo punto col centro 0 della curva. Se questa é 
descritta si troverà OP terza proporzionale ip ordine a OR ed al se- 
midiametro indi dal pulito /•'si tirerà la retta Pii parallela ad 
</5'.scinidiametro coojugato ad Obi, la retta Rii sarà la tangente' 
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rìeliiesla.e prolungata l’ordinata KfP finché incontri la curva in Ni 
In retta RN sarà un’altra tangente. Ma se la curva non h <iescritta^ 
e sono (lati rome determinanti di essa i diametri conjogati AB, CDì 
allora bisogna determinare la posizione del semidiametro OS con* 
jngato ad OK, e la lunghezza di (piest’uflimo semidiametro nel modo- 
indicato (n“ 457). Ciò fattò, si prosegnirà la costruzione c<Mne piir 
sopra si è detto, « così si avranno le tangenti RM, RN. M che si do-- 
reva fare. ' • ' 

PilOPOSIZlO.NE LXWV. 

4G4. Condurre ad un ellisse non descritta una tangente paral- 
lela ad una retta data di sito ( fig. 97 j. 

Sol Siniiu AC, CD due seraidianieiri conjiigati dati come determi- 
nanti ileirellisse. Si conduca AE parellela alla retta data, e si pren- 
da eli terza proporzionale in ordine alle rette CE, CD. Si tiri la 
retta li!ì, la <|iiale incontri AEw\ punto M: questo sarà un punto 
dcHcllisse ( II" 455), e però le rette MA, .WZf saranno due corde 
Mipplemcntarie. Se dunque si conducano dal centro C della curvale 
rette CL, CIl parallele a queste corde, s’avranno le direzioni di due 
seinidiameti'i conjugati, le lunghezze de quali si determineranno poi 
nel modo indicato ( n" 4.57 ). Quilidi se (iall’eslremo H del semidia- 
metro Ile si conduca p.'irallelamenle ad la retta UF, questa 
sarà la tangente richiesta. Il che si doveva fare. 

Pu0P(JSIZ105E LXXXVI. 

‘iC.’). Trovare i punti d intersezione di una retta e di unellltst 
non descritta ( n” 100 ). 

Sol. Sia KL la retta data, ed AB, CD due diametri conjugati' 
dati come determinanti dell'ellisse. Si tiri il diametro OS parallelo 
a KC, e si determini la posizione c la lunghezza del suo conjugato 
OE. Ciò fatto, si prenda OR terza proporzionale in ordine alle rette 
OP, OE, e si conducano le tangenti RN, RN, queste daranno i 
punti d’iiitcrsczionc della retta KL con 1’ellis.se. II che si doveva fare. 

466. Scolio. Partendo dalle proprietà de' fuochi abbiam dato al- 
trove il modo di condurre una tangente all'ellisse supposta descritta. 
Ma è facile il vedere che le soluzioni riportate (n“ 341 e 342 ) si 
possono applicare anche quando la curva non è descritta. 

Infatti se si suppone che siano dati i fuochi, e l’asse come deler- 
ininanli dell ellisse, cd un punto i/ di questa, 1% costruzione fatta 
( n° 341 ) rimane la stessa. Che se fossero dati solamente i fuochi e, 
l’asse maggiore, e si dovesse condurre una tangente aH’ellisse non 
descritta da un punto T ( fig. 70 ) situato fuori della curva, la co- 
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ktruùone riporUU ( n” 342 ) resterebbe la stessa, solamente in lno> 
go di congiuneere il punto dato T col M,t\ dovrebbe dividere l’an* 
colo QTF in due parti eguali per mezzo di una retta TM, che sarà 
u tangente richiesta, ed il punto di contatto sarà il punto M d in- 
tersezione delle due rette FG e TM. Alle cose preeedenti si potran- 
no aggiungere le soluzioni, che abbiam dato nel libro primo intorno 
al modo di condurre una tangente ad una sezione conica, senza cbe 
questa sia descritta, ed a quello di trovare i punti d'incontro di una 
retta data con una sezione conica non descritta. 
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D E t I.’ IPERBOLE 


467. Parleremo ia questo libro dell'iperbole in particolare, essendo 
le {NToprietà di questa curva analoghe a quelle deU'ellisse. 

CAPITOLO I. 

Deli' iperbole riferita agli atsi^ 

» 

468. Analogamente a cib che fu detto per Tellisse ( n° 279 ) la 
perpendicolare MP ( Gg. 48 ) abbassata da un punto A/deU'ipcrbolc 
sull’asse trasverso EE' è l'ordinala di questo punto, e le ascisse cor- 
rispondenti sono le distanze EP, A’’/*uel piede deU’ordinata ai due 
vertici E ed E' dell’asse medesimo. 

Pnoposizio>E K 

469. Nell' iperbole, il quadralo di un'ordinata MP aU'atse tra- 
sverso EE' sta al rettanijniì EPE' delle ascisse corrispondenti come 
Il rettangolo delle distanze HF, E'F del fuoco F ai aue vertici del- 
l'asse sta al quadrato del semiasse trasverso OC ( Gg. 48 ). 

Dim. La dimostrazione di questa proposizione è quella ch’è stata 
falla per l'ellisse ( n“ ’i80 ). 

• 470 Corollario. Si deduce da questo teorema che 

Nell iper/jnle, i quadrati delle ordinate all'asse trasverso stanno 
come i rettangoli delle iiseisse corrispondenti. 

PnOPOSI7,IO\E If. 

471. La retta LL' condotta dal centro O dell iperbole perpendi- 
colarmente all’asse trasverso AH, divide in due parti eguali qual- 
sivoglia corda WW parallela all'arst medesimo ( (ìe- IOI ), 

^ 2 * 
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Dim. La dimostrazione di questa proposizione è quella stessa, 
che si legge per l'ellisse ( n® 282 ). 

472 Scolio I . Per questa proprietà è stato dato alla retta LV il 
nome di secondo asse, o di asse non trasverso dell'iperbole, perchè 
la proprietà del primo asse, o asse trasverso àB, cioè dell’asse che 
risulta dalla genesi della curva, consiste appunto nel dividere in 
due parti eguali tutte le corde ad esso parallele 

473. Scolio 2. Il secondo asse dell’iperbole non ha lunghezza de- 
terminata, ed in ciò differisce dal secondo asse dell’ellisse. Nondi- 
meno osservando che il quadrato della metà del secondo asse dell’el- 
lisse è uguale al rettangolo delle distanze di un fuoco ai due vertici 
del primo asse ( n° 284 ), a line di mantenere l’analogia fra le due 
curvo, si è convenuto di prendere sopra l’asse indebnito LV del- 
l’iperbole una parte OC media proporzionale fra AF e FB, cioè 
tale che il quadrato di OC fosse eguale al rettangolo di AF in FB, 
e di considerare la retta CD doppia di OC come la lunghezza del 
secondo asse dell’iperbole. Questa cenvenzione si presenta da se 
siesm, perchè tanto nell’ellisse, quanto ueU'iperb<tle, il quadrato di 
un'ordinata al primo asse sta al rettangolo delle ascisse corrispon- 
denti come il rettangolo delle distanze di un fuoco ai due vertici 
dell asse sta al quadrato della metà di questo medesimo asse. Or sic- 
come basta conoscere l’asse trasverso ed i due fuochi per determi- 
nare l’iperbole, cosi'questa curva sarà determinata quando si cono- 
sceranno i due assi, i quali si potranno per conseguenza riguardare 
come ì determinanti dell’iperbole,' nello stesso modo che i due assi 
dcll'cliissc sono i determinanti di questa curva. 

474. Scolio 3. 11 secondo asse (.0 dell’iperbole differisce dal se- 
condo asse deU'eUisse non solo perchè non incontra 1 i]>erbole, ma 
anche perchè rispetto al primo asse AB può essere maggiore, mino- 
re, o eguale. Ne’due primi casi l’iperbole si dice scalena, nel terzo 
cy«j/fl<cra. Per esser di ciò sicuri bisogna riflettere che il rettangolo 
di AFinFB ed il quadrato di OC sono legati in modo che conosciuto 
l'uno si conosce l'altro. Quindi se si suppone dato il quadrato di OC, 
la descrizione del rettangolo accennato si ridurrà ad un problema 
già risoluto nella geometria piana, cioè a quello di descrivere un 
rcllaugolo equivalente ad un quadrato dato, e tale che la differenza 
di due lati adiacenti AF, FB sia eguale ad una retta d.ita AB. Or 
è noto che questo problema si può sempre risolvere, e per conse- 
guenza il lato OC del quadrato dato può esser maggiore, o minore^ 
o eguale alla retta data AB. Quindi il secondo asse dell’ iperbole 
può essere o moggiore, o minore , o eguale al primo. 

Proposiziong ih. 

.475. Neiriperbole, il quadralo di vn ordinata MP all'asse tra- 
sverso AB sta alta differenza de quadrali dell' ascissa OP compu- 
tala dal centro, e del semiasse Oli, come il quadrato del semiasse 
non trasverso al quadrato del semiasse trasverso {tiq, 101). 
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Dim. Infatti, dalle cose dette ( n“ 473 ) si deduco che il quadrato 
di MP sta al rettangolo APB come il quadrato di CO al quadrato di 
OB. Or essendo AP la somma delle due rette OP, AO, ovve o 
delle due OP,OB, c l’B la differensa di queste stesse rette, ne con- 
segue elle il rettangolo y/PP è uguale alla dilfcreuza de quadrati del- 
l'ascissa OP e del semiasse Oli\ c però si avrà 

ifP': Ut^ — UB'WdC'-. dii'. 

Il che si doveva dimostrare. ' 

PllOPOSIZIO.VK IV. 

.Ì7G II quadrata di unard nata MQ al secondo asse CD deHi’ 
perdale sta alta somma de' quadrati tielCascissa OQ computata dal 
centro, e del semiasse Ot-, come il quadralo rfj OH al quadrato ui 
OC(fig. 101). 

Ditp. Dalla proposizione prcccdcute si ha 

Mì^i dp^—oìi : : óc*: d^. 

Ma in ogni proporzione la somma degli antecedenti sta a quella dei 
conseguenti come un antecedente al suo conseguente, dunque sara 

ÓP’ OC-. OW*. Osservando che MP—OQ, ed 
OP= MQ, ed invertendo si avrà in fine 

dQ‘-\-dC'.‘.OÌPt OC. 11 che si doveva dimostrare. 

PnOPOSIZIORE V. 

477. Essendo dati ali assi, descrivere Viperhote per pun'i 

(Cg-i02). 

Sol. Supponiamo in primo luogo che il secondo asse CD sia mag- 
giore del primo AB. Si prenda OEz=.OC, e sulla direzione di CD 
si noti un punto Q, che si congiunga col punto E', poi dal vertice B 
si conduca la tangente verticale, che incontri la QE nel punto V 
Finalmente si tiri dal punto Q una retta parellela all’asse AB, sulla 
quale si prenda una parte QM, o QMf eguale a PP", i punti M.,q M 
cosi determinati appartengono all’ iperbole richiesta. 

Infatti, i triangoli simili OQE, BEE danno 

1 ^’: OC. Ma 

QM=QV, 0E=0C, ed il quadralo dell’ ipolcnusa QE è uguale 
alla somma de’quadrati di OQ, e di OE, dunque sarà 

UQ': U~Q-{-0C ::OB‘: oC, 

e per conseguenza ( n® 476 ) il punto M, o 3V, appari. cne all i- 
pcrbolc. 
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Se il secondo asse CD fosso minore del |)riiiio,la costruzione, eia 
dimostrazione precedente resterebbero le stesse, solamente il punto 
£ raderebbe fra i punti 0 b Ji. 

Finalmente, se CD fosse eguale ad JB, il punto £ si confonde- 
rebbe col punto B ( iìg. 101 }. In tal caso, il punto ^appartiene 
all'iperbole equilatera. Infatti, nel triangolo rettangolo OQB il qua- 
drato di OQ è uguale al quadrato di QB meno il quadralo di DB. 
Ma OQ= MP, ^B— dunque sarà 

.tf />• = Ó/»* — 'OH' APB, 

vale a dire sarà il quadrato dell’ ordinata MP eguale al rettangolo 
delle ascisse corrispondenti, e però il punto M sarà un punto dell i- * 
perbolc equilatera. Il che si doveva fare. 

4"8. Corollario. Da questa proposizione si deduce che per descri- 
vere un’iperbole equilatera, allorché sono dati gli assi, basta condur- 
re da luU’i punti del secondo asse delle rette parallele al primo, e 
prendere su ciascuna di queste una parte eguale alla distanza del 
punto, da cui si è tirata la parallela, ai vertici del ])rÌ!uo asse. Si 
avrà in questo modo un punto di ciascun ramo della curva. 

• Proposizio-ne \'L 

479. Essendo dato t asse trasverso AB, la direzione detrasse non 
trasverso, ed un punto M deli'iperùol'e , dvtei minare la lunghezza 
dell'asse non trasverso ( fig. 102 ). 

Sol. Dal punto dato .1/ si .abbassi la pt^rpendienlaro MQ sulla di- 
rezione dell asse non trasverso, e dal punto B s innalzi una perpeu- 
dicolarc indefinita aU'asse trasverso; indi fatto centro in (Isi descri- 
va col raggio 1^/1/ un arco di cerchio che tagli la perpendicolare ac- 
cennala in un punto E. Finalmente . si congiunga il punto ^ col 
punto E con la retta QE, che si prolungherà finché incontri l’asse 
trasverso iu un punto £, sarà OE la lunghezza del semiasse non 
trasverso. 

La dimostrazione apparisce manifesta dalla proposizione prece- 
dente. Il che si doveva fare. 

CAPITOLO IL 

Dell iperbole riferita ut poruNietro.. 

480. n parametro di un a.sse detriperbote è, come nell’ellisse', 
una terza proporzionale in ordine a (|uc«>l'usse ed al suo coiijugato. 

PuOPOSIZIOSE VII. 

481. Neir iperbole il <fHadrato di un'ordinata MP all’asse tra-, 
sverso AB è uguale al rettangolo dell'ascissa AP, eomputata dal 
vertice, nel parametro .AIv di dello asse, più il re.'taugol/ co/ilcnn- 
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dair ascissa medesima, e da una quarta proporsion^ n ordine 
aliasse, al parametro, ed aW ascissa ( fig. 103 ). 

Dim. La dimostrazione di questa proposizione è quella fatta per 
Tcllisse ( n” 303 ), solamente bisogna considerare LP coma somma 
delle due rette LO e PO, ed allora si avrà 

m'=sLOxAP-\-APxPO. 

Il che si doveva dimostrare. 

482. Scolio 1. Dalla relazione precedente apparisce che se si 
prenda per misura del quadrato di un’ordinata all’asse trasverso il 
rctiangolo deH’ascìssa, computata dal vertice, nel parametro, e^ 
quadrato si troverà in eccesso nell’iperbole, vale a dire sarà maggio- 
re del rettangolo accennalo. Ed ecco perchè Apollonio diede alla 
curva, di cui é parola, il nome d’iperbole, che in greco significa 
eccesso. 

183. Scolio 2. La retta BK è stata chiamata Regolatrice deU’ipcr- 
bolc. Si possono qui applicare le cose dette ( n” 305 ) intorno alla 
regolatrice deirdlisse. 


Proposizione Vili. 

484. li elf iperbole, la corda MN perpendicolare aitasse trasver- 
so Ah è uguale al parametro di questo medesimo asse ( Cg. 104 )• 

Dilli. La dimostrazione è identica a quella fatta per 1 ellisse 
( n" 308 L 

CAPITOLO III. 

De' fuochi, e delle direttrici deW iperbole. 

185 La teorica de'fuochi, c delle direttrici dell’iperbole poggia 
Sopra principj analoghi a quelli, che sono stati adoperali parlando 
deTuochi, e delle direttrici dcU’cllissc ( n" 309 ). 

Proposizione IX. 

480. Essendo dati gli assi delt iperbole , trovare i fuochi 
( lig. 104 ). 

Sol. Siano AB, CD gli assi dell iperbole. Si congiunga il punto 
C col punto B, e fatto centro in Osi descriva con un raggio eguale 
a'CBun arco di cerchio che tagli l’asse trasverso ne’punti E e F': 
questi saranno i fuochi richiesti. 

Infatti, nel triangolo rettangolo OBC il quadralo di OC è uguale 
al quadrato di CU. ossia di (?/'’; meno il (quadralo di OB. (juindi 
sarà OF, o pure 0/’’’, eguale all eccentricità (n'“473), e peri» » 
jniuti F c /'* sono ì riiocht deU’iperboIe 11 clic si doveva firc. 
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Proposizione X. 


4.87. Essendo dati ijuocki e tasse trasverso delFiperbole, tro- 
vare Je direttrici ( fig. 48 

Sol- La soluzione di questo problema è quella stessa che è stata 
fatta per l’ellisse ( n° SI I e S12 ), solamente dove si dice asse 
maggiore si dirà asse trasverso. 

Proposizione XI. 


488. Nelt iperbole, il mimmo fra tutti raggi vettori è quello, 
ohe termina al vertice più vicino dell asse trasverso, i rimanenti 
sono tanto più grandi, quanto terminano a punti più lontani dal 
detto vertice ( lìg. 48 J. 

Dim. La dimostrazione è identica a quella fatta per l'ellisse 
(n"313). 


Proposizione XII. 


489. NelTiperbole, la differenza de raggi vettori è uguale al- 
iasse trasverso ( fig. 105 ). 

Dim. Ad un punto Af dell’iperbole si conducano i raggi vettori 
FM, FM, e dallo stesso punto si tiri una parallela all'asse trasver- 
so AB, che incontri le direttrici NL, I\/'L' ne’punti R e /?'. 

Per la proprietà fondamentale dell’iperbole ( n" 224 ) si ha 

. , . JBF': MR‘ : : MF: MR. 

Ma in ogni proporzione la differenza degli antecedenti sta a 

3 nella dei conseguenti come un antecedente al suo conseguente, 
unque 

MF—MF-. MBl—MR \ \ MF-. MR. 

Or la ragione di MF e MR è uguale a quella dell’ asse trasverso 
’/lB alla distanza iVTV' delle due direttrici (n° 229 ed è poi MB ! — 
MR^siNH', per conseguenza si avrà 

MF— MF: NN' \ ; AB: NN>, 

Tale a dire la differenza de’raggi vettori è ugaalc all'asse trasverso. 

Il che si doveva dimostrare. ^ 


Proposizione XIII. 

490. Se un punto e situalo Jiiori, o dentro l'iperbole, la diffe- 
renza delle rette condotte dai fuochi a questo punto è minore nel 
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pn'ftto caso, e maggiore nel secondo delFasse trasverso ( fig. 106 ). 

Dim. Sia un punto N situato fuori delTipcrbole. Si tirino le retta 
NF, NF', e MJ’’'. 

Nel triangolo NMP il lato NF' è minore della somma degli al- 
tri due MF' e MN. Togliendo da una parte NF, e dall’altra la 
somma delle due rette NM, MF, che è uguale a NF, sarkNF' — NF 
minore di MF' — MF, vale a dire minore de'l'asse trasverso AB. 

Sia in secondo luogo un punto N' situato dentro l’iperbole. Si 
tirino le rette N'F. N'F, e MF. 

Nel triangolo FMN' il lato Ft\' è minore della somma degli al- 
tri due FM, MN'. Ma FN‘= F'M -\-MN' dunque togliendo da 
una parte Fà', e dall'altra la somma delle rette FM, MN', la dif- 
ferenza F'N' — FN' dovrà esser maggiore di F'M — FM, cioè del- 
l’asse trasverso AB. 11 che si doveva dimostrare. 

• Proposizione XFV. 

491. Essendo dati i fuochi e Fosse trasverso delF iperbole, de- 
scrivere la curva per punti ( fig. 106 ). 

Sol. Si faccia centro nel fuoco F e con un raggio qualunque 
FM eguale a BE si descriva un cerchio: indi si faccia centro nel- 
1 altro fuoco /*', e con un raggio FM eguale ad AE si descriva 
un altro cerchio. I punti d’incontro delle due circonferenze appar- 
tengono evidentemente all’iperbole richiesta, perchè dalla costru- 
zione la differenza dc’raggi FM c FM risulta sempre uguale all’asse 
trasverso AB. 11 che si doveva fare. 

Proposizione XV. 

bfil. Essendo dati i fuochi e Fosse trasverso, descrivere Fiperbole 
con moto contùwo { fìg. 107 ) 

Sol. Al fuoco F' si situi una riga FM, che possa girare intorno 
a questo punto ; indi al punto M ed all'altro fuoco F si attacchino 
gli estremi di un filo MF di una lunghezza tale che sia MF'—MF 
eguale aU'assc trasverso AB.h'iaalmejite, si Caccia scorrere la punta 
di uno stiletto lungo la riga in modo che una parte del filo venga 
ad applicarsi ad essa riga, allora la punta dello stiletto descrive^ 
una porzione di un ramo dell’ iperbole richiesta. 11 che si doveva 
fare. 


Proposizione XVI. 

493 . NelF iperbole, ogni raggio vettore è uguale alla quarta prò 
porzionale in ordine ut semiasse trasverso, alF eccentricità, eaal- 
l ascissa cotnputatst dal centro, più o meno lo steuo semiatte 
(fig. 107). 
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49G. Scolto I. La inversa di questa proposizione è manifesta^ 
perchè una sola langciile si può condurre in un punto di una cur- 
va conica. Quindi rimane dimostrato che 

Se una retta è tangente alCiperbole, està deve dividere in due 
porli eguali P angolo formato dai raggi vettori tirati dui due fuo^. 
cài al punto di contatto. 

PnoPostzioatE XVIII. 

497. & dat fuochi si abbassino delle perpendicolari sulle tan- 
genti all iperbole., la distanza dei piedi di gueste perpendicolari al 
centro della curva è costante ed uguale al semiasse trasverso 
(fig. 109). 

Dim Dai fuochi F c F' sì ahI>assino le perpendicolari FD, FDf 
sulla tangente Af 7*, c si congiunga il centro 0 dciripcrbole con i 
punti De ly. Essendo OF=.OF., c DF=DG, sarà OD la metà di 
F'G, ovvero di AB, Similmente si dimostra che ODI è la metà di 
FR, ossia di F'G, o infine di AB. 11 che si doveva dimostrare. 

■498. Corollario 1. Dunque la circonferenza descritta col centro 
in 0, e col ra^io OB passerà per i punti D e D^, e però 

Se dai fuochi si abbassino delle perpendicolari sulle tangenti al- 
f iperbole, i piedi di queste perpendicolari avranno per luogo geo- 
metrico la circonferenza descritta tulfasse trasverso come dia- 
metro. 

499. Corollario 2. Se una squadra DKD si faccia girare in mo- 
do che l'ipotcnusa KD passi costantemente pel centro O dell ij.er- 
bole, ed il cateto D'K sia in direzione col fuoco F', l altro cateto 
DDt sarà sempre nella direzione della tangente aU’iperbolc. 

PnOPOSIZIONE XIX. 

500. Nell iperbole, la metà di ciascun asse è media proporzio- 
nale fra la distanza del centro al punto, in cui la tangente incon- 
tra 1 asse, e l’ascissa del punto di contatto computata dal centro 
medesimo (fig 110). 

Dùn. Siano AB, CL gli assi dell’iperbole, c MS una tangente, 
che incontri i due assi iie’punii T c fì. Dal punto M di contatto si 
coiulucauo i raggi vettori MF, AlF', e le perpendicolari MP, MQ 
agli assi Poiché 'a tangente divide 1 angolo FMF' in due parti e- 
gnali, dividerà il lato opposto FF' in due segmenti TF, TF' pro- 
porzionali ai raggi FM, F'M, e pero si avrà 

TF'-. TFwMF'-. MF. 

Quindi per le proprietà delle prop irzinni sarà la somma delle rette 
TF, TF alla loro diU'crcnza come la somma dc'raggi vettori alla loro 
dilfcreiiza. Or la somma del'e rcllc TF' e TF c uguale a IQF, I4 
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iliffpTpma a 207’, e se si faccia BD=JUF, la somma dc'raggi Tcl- 
tori I istilla eguale a 20D, e la diflereoza a ÌOB (n** 493 ), dunque 

OF: OTy.OD : OB, 

ovyero 

OD: OF.lOB: or. 

Ma per le cose dimostrale ( n° 493 ) si ha 

OD: OF'. ; OP: OB, per conseguenza sarà 
07: OB: : OB: OP. 

Resta ora a dimostrare che il semiasse OC è medio proporzionale 
fra OR cd OQ. 

Essendo OT parallela a QM, e QM= OP, si ha 
OR: RQ: : OT: OP. Ma per le coso più sopra dimostrate, e 
per lo proprietà della proporzione continua risulta 

OT: 0P::5ÌT: OP', 

dunque 

OR: RQ:: OB': 'UP'. Or 

(il® 476 ) il quadrato di OP. o di JBQsla alla somma de’ quadrati di 
OC, e di OQ come il quadrato di OB al quadrato di OC, per con* 
seguenza sarà 

OR: RQ::<^^: 5c*+^, 

e dividendo sarà 

OR: RQ—OR : : DC: OQ', 

vale a dire per le proprietà della proporzione continiià 

OR: OC:: OC: OQ. 11 che si doveva dimostrare. 

sol. Corollario. Da questo teorema, e dalle proprietà della prò 
porzione armonica ( n® 107 ) si deduce che 

Ciascun aste dell'iperbole è diviso armonicamente dalla tangente 
condona xn un punto della curva, dai due vertici dell'asse, a dal- 
l'ordinata di quel punto. 

Proposizione XX. 

502. Se dai vertici deU'asse trasverso AB deWiperbole si condu- 
cano le tangenti AS, BE, che incontrino là tangente laterale ne’ 
punti S ed E, il rettangolo delle tangenti verticali sarà sempre 
costante ed eguale al quadrato del semiasse conjugato OC (fig. 1 lOJ. 

Dim Essendo armonici i quattro punti A, T, B, P, ed essendo 
la disianza AB di due punti eonjugati divisa per mezzo in O, 
(n® 501), sarà per le propricià della proporzione armonica (n® 108 ) 
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TA\ TO ; ; 7!P: TB. Ma queste rette sono pronorzioiiaii alfe 
rette AS, OR, PM, BK, dunque 

AS : OR y.PJB: BE 

Tale a dire il renan^oFo di AS m BE è uguale al rcitangolo di OR 
in PM, ovvero di ÒR in OQ, o infine ( n“ 500 ) è uguale al qua- • 
dralo di OC, 11 che si doveva dimosfrarc.. 

Proposizione XXJ-^ 

50S. Neiriperòole, la soUangtnle i quarta proporzionale in 
ordine aW ascittta del punto di contatto computata dal centro, ed 
alle distanze del piede dell ordinata ai-vertici delCasse ( fig. 110). 

Dim. Essendo armonici i quattri punti A, T, B, P {n'‘ 501), ed 
essendo fa disuma de' punti Ci ujugali A e li divisa in due palli c- 
guall nel punto O, sai a per le proprietà della proporzione armonica 
(n'IO») 

PA-, PO'. : PT. Pff, 

ovvero 

PO. PA: :PB: PT. Il che si doveva dimostrare. 

Proposizione XXH. 

504 . Per un jpmto date sull iperiole, condurre una tangente a- 
quista curva ( bg. 110 ). 

Sol. Sia M il punto data. Si conduca l'ordinata. J//* all'asse tra- 
sverso AB; indi si trovi una tersa proporzionale OT in- ordine alle 
rette OP, OB, e si congiunga il punto T col punto M. La retta MT 
sarà la Ungente richiesU ( 500 ). 11 che si doveva fare. 

Altra Soluzione. 

505. Si tirine i raggi vettori MF, MF*, e si divida in due parli 
eguali Tangolo da essi compreso per mezzo della retta HIT. Questa 
sarà la Ungente richiesU ( n° 495 ). 11 ebe si doveva fare. 

PhOPOSlzioNE XXIII. 

506. Per ttn punto dato fuori [iperbole, em&rre una tangente 
a questa curva (fig. 110 ). 

Sof Sia T il punto dato sulTasse trasverso AB. Si trovi una ter* 
sa pro|mrzionale OP in ordine alle rette OT, OB, ed al punto P 
s’innalzi la pci pendicolarc P.ÌI; indi si tiri la retta UT, die sarà la 
tangente ricuicsta ( n” 500 ). Supponiamo ora che il punto dato sia 
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R situalo siiU’assc non trasverso. Si trovi in ordine alle rette OR, 
OC la terza proporzionale OQ, indi dal punto Q s’innalzi la per- 
pendicolare (JM, e si tiri la retta MR, questa sarà la tangente ri- 
chiesta. 

E manifesto che il problema ammette due soluzioni, vale a dire 
che si possono tirare dal punto T due tangenti allo stesso ramo dlB, 
e dal punto R pure due tangenti, ma una ad un ramo, e l’altro al 
ramo opposto. Vedremo in appresso come partendo dallo stesso prin- 
cipio dimostrato ( n“ 500 ) si possa tirare la tangente quando il 
punto dato T, o R si trova fuori degli assi deiriperholc. . 

Altra Soluzione. 

507. Supposto risoluto il problema sia TM ( fig. Ili ) la tan- 
gente richiesta. Si congiunga il punto dato T col fuoco più vicino 
F, si tirino i raggi vettori lUF, MF', si prenda MG = MF, e si 
conducano le rette GT, GF. 

Essendo isoscele il triangolo GMF, ed essendo per ipotesi la 
Ti)J tangente, questa sarà perpendicolare alla base GF del triangolo, 
e In dividerà in due parti eguali nel punto E: per conseguenza le 
rotte TG, TF saranno eguali come obblique equidistanti dalla per- 
pendicolare TE. Quindi il cerchio descritto col centro in T c col 
raggio TF passerà pel punto G. Ma questo punto trovasi sulla cir- 
conferenza descritta col centro in F‘ e col raggio F'G eguale 
aH’assc trasverso AB, dunque il pimto G è dato. 

Da questa analisi si deduce la seguente risoluzione del problema 
proposto. 

Si tiri la retta TF, c fatto centro in T si descriva col raggio TF 
un cerchio: indi fatto centro in F' si descriva con un raggio eguale 
ad AB un altro cerchio, che incontrerà il primo in due punti. Sia G 
uno di <|uesti punti, che si congiungerà col fuoco F' per mezzo della 
retta F'G, la quale prolungata incontrerà l’iperholc in un punto M. 
Finalmente, si congiunga questo punto col punto dato T per mezzo 
della retta MT. Questa sarà la tangente richiesta. 

Infatti, si tirino le rette MF, TG, GF. Il triangolo GTF è iso- 
scele, perchè le rette TF, TG sono eguali come raggi di un mede- 
simo cerchio. Similmente, il triangolo GMF è isoscele, |)crchè es- 
sendo FG=AR, e MFl—MF=AB, risulta MG=MF. Quindi la 
retta MT, che unisce i due vertici opposti M c T deve dividere in 
due parti eguali l’angolo GMF compreso dai raggi vettori, e però 
sarà tangente aU’iperbole. 11 che si doveva fare. 

508. Scolio. Secondo la diversa posizione del punto T, questo 
problema animettcrà due soluzioni, o una sola, o nessuna. Ciò si 
vedrà chiaramente in appresso, quando saranno note le altre pro- 
prietà deU’iperbolc. 
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PnoposizionE XXIV. 

500. Essendo dato tasse trasverso AB, ed un punto M delti- 
perbolc, determinare tasse non trasverso ( lìg. 1 10 )• 

501. Per avare la direzione dell'asse non trasverso, basta innal* 
zarc dal centro 0 dell’iperbole una perpendicolare indeHnita. Per 
avere poi la sua lunghezza, si conducano le ordinata MP, MQ ai 
due assi, indi si trovi una terza proporzionale OT in ordine alle 
rette OP, OB. e si congiunga il punto T col punto M per mezze 
della retta TM, che sarà tangente alla curva, ea incontrerà la dire- 
zione del sceondo asse in un punto R. Cib fatto, si trovi una media 
proporzionale OC fra OQ ed OR : sarà OC la metà del secondo 
asse, e CL doppia di OC sarà la lunghezza richiesta. Il che si do- 
veva fare. 


PaorosizioNB XXV. 

510. La normale MN m un punto M dell iperbole divide in due 
parli eguali tannalo FMII compreso dal raggio vettore FM e dal 
prolungamento delt altro raggio vettore F'M ( Cg. 1 10 ). 

Dim. Infatti gli angoli GMN, TMN sono retti, e perciò eguali 
fra loro: ma sono ancora eguali gli angoli GMIl, TMF, dunque 
se dai primi due^ngoli si tolgono i due secondi, gli angoli rima- 
nenti IIMN, F’AfiV saranno eguali fra loro. 11 che si doveva dóno, 
strare. 

511. Corollario. Da questo teorema si deduco, come nell'ellissfl 
( II® 345 e 346 ) che 

Nell iperbole i due fuochi sono coniugali ai due punti, neguaU 
la normale, e la tangente incontrano tasse trasverso-, 0 per conse- 
guenza 

L' eccentricità è media proporzionale Jra le distanze del centro 
ai punti, ne'guali la normale e la tangente incontrano tasse trOf- 
sver., 0 . 

512. Scolto. Dalla proposizione qui sopra dimostrata conseguo 
che se al fuoco F si mette un corpo luminoso , ogni raggio FIH 
incontrando la curva si dovrà riflettere secondo la retta AIII, per- 
chè l’angolo d’incidenza A’yI/7’ dev'esser eguale all angolodi rifles- 
sione (ìMH. Quindi i raggi riflessi concorreranno nell’ altro fuoco 
F‘, c per conseguenza questi medesimi raggi saranno tanto meno 
divergenti , quanto più i fuochi saranno distanti 1 uno dall’altro. 

Proposizione XXVI. 

513. Nell iperbole , la sunnormalc NP sta alla corrispondente 
ascissa OP, computala dal centro, conte il parametro dell asse tra- 
teersu .MI a gucslo medesimo esse { lig. 110). 
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Dim. La dimostrazione di questo teorema è quella ch'è stata fatta 
per l’ellisse ( n® 347). 

314. Corollario Si deduce da questo teorema come nell’ el' 
lisse { n® 348 e 349 ) che 

Nell' iperbole, la tunnormale tla airascissa dal Oentro come il 
aemiparamelro dell'asse trasverso alla metà di questo medesimo 
asse , ovvero come il quadrato del semiasse non trasverso ul qua- 
drato del semiasse trasverso. 

515. Corollario 2. Se si dinoti con K la metà del parametro del' 
l’asse trasverso AB, si avrà pel corollario precedente 

NP-. OP \ : K iOB. 

Dunque a misura che l’ascissa Di’ diminuisce, ancora deve dhiri- 
nuire la sunnormale NP; e però se l’ascissa si suppone eguale ad 
OB. la sunnormale sarà NB, ossia K. .Sicché la minima distanza del 
piede N della normale al vertice B della curva è uguale al scmìpara 
metro dell’asse trasverso, ossia lanormalc corrispondente al vertice D 
è la minima. Richiamando in questo luogo ciò die abbiam detto per 
1’ ellisse ( n° 350 ) si conchiuderà che quando si parla della normale 
corrispondente al vertice B, il punto N si deve considerare come 
un limite. 

516. Scolio. Si potrebbe considerare ancora la sunnormale N'Q 
relativa al secondo asse : ma di ciò parleremo in progresso. 

Proposizione XXVII. 

517. La distanza ON del centro dell iperbole al punto, in cui 
la normale incontra lasse trasverso, sta all'ascissa corrisponden- 
te OP come il quadralo dell’ eccentricità OF al quadrato del semi- 
asse trasverso OB ( fig. 110.) 

Dim La dimostrazione di questo teorema è quella fatta per I el- 
lisse (n° 352), solamente in vece di fare il dividendo si farà il com- 
ponendo. 

518. Corollario. Quando l’ascissa OP si suppone eguale ad OB, 
si avrà 

ON : OB : : df"‘ : OB", 

ovvero, moltiplicando per OB i termini della prima ragione , 

ONxOB ■. m"\ \ (é" : Uh", 

e per conseguenza sarà 

ONxOB = UP". 

Dunque , nell iperbole la massima distanza del centro al punto 
in cui la normale incontra lasse trasverso , e tma terza propor- 
zionaie in ordine ai semiaste irasverto ed aL'eccentriciià. 
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CAPITOLO V. 

Dtgli as$iatoti d«lP iperbole; 

B19. Dejinizione. Qtiando un ramo di curva è infinito , una 
retta che può ad ceso avvicinarsi tanto quanto ti vuole, senza mai 
incontrarlo, si chiama assinlolo 

520 IVclla genesi dell iperbole per mcuo del cono (n* 267) Te* 
demmo ehe questa sola fra le cur\ e coniche aveva due assinloti.Rc* 
sta ora a parlare delle proprietà d’ gli assintoti medesimi , e del 
modo di descriverli , considerando V iperbole indipendentemente 
dal cono. Ma prima di far ciò , giova qui richiamare le cose, cho 
dicemmo ncU’articolo citato più sopra, a fine di dimostrare che l’i* 
pcrbole aveva due assintoti. 

521. I*er mezzo del cono dimostrammo in primo luogo che eia* 
scun ramo dell' iperbole restava sempre rinchiuso fra i lati di ua 
certo angolo AO// (fig. Il2j che non poteva mai incontrare. In 
secondo luogo, fu dimostrato che ogni retta DL parallela ad uno 
di questi lati OH, per esempio, doveva intcrscgarc un ramo del* 
r iperbole in un punto solo ; cadendo il suo prolungamento tutto 
dentro il ramo medesimo. Epporò si conchiuse che un ramo dell’ i* 
pcrbole poteva avvicinarsi ai lati dcU'angolo per un intervallo 
minore di qualunque assegnabile. Infatti, se si dinoti con AB un 
siffatto intervallo, la retta BL tirata parallelamente ad OH non può 
mai cadere fra OH e la curva , e per conseguenza la distanza AB 
delle due parallele, per quanto piccola si vo^ia, è sempre maggio- 
re della distanza di OH eWe curva. Quindi i lati OH, OA prolun- 
gati indefinitamente dall'una c dall' altra parte sono assintoti dell’ i* 
pcrbole. 

522. Premesso queste cose si potrà intendere iacihnentc ciò cho 
segue. 

PaoposizioNE XXVIII. 

523. Ogni retta MN, che cade neW angolo assintotieo ROH , s 
pasta pel punto 0 d'incontro degli attintoti , ed ogni retta DE, 
ehe taglia gli attintoti verso i due rami opposti dell, iperbole, Ot* 
tendo prolungata, incontra guesti medetimt rami (fig. 1 13). 

Dim. Infatti, se OM non incontrasse, per esempio, il ramo BMC, 
dovrebbe cadere fra questo ed uno degli assintoti, ed allora la retta 
Oìh si dovrebbe avvicinare alla curva più dell’assintoto; il che non 
può sussistere. La stessa dimostrazione vale per OIV, e per DE. fl 
ehe bisognava dimostrare. 
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Proposizione XXIX. 


524. La retta BC, che unisce due punti di un ramo dell' iper- 
lole, essendo prolungata incontra l’uno e l'altro assintoto dentro 
tatualo assintolico (fìg. 113). 

Z^m. Infatti, se fosse parallela ad uno degli assintoti, dovrebbe 
incontrare il ramo IIÌAC in un solo punto, contro 1' ipotesi. Se poi 
incontrasse l’ assintoto OH ed il prolungamento O/) deH’altro assin- 
toto OK, dovrebbe incontrare il ramo opposto al ramo BMC, ed al- 
lora uua linea retta incontrerebbe una sezione conica in più di due 
punti. Dunque la corda BC deve incontrare Tuno c l’altro assintoto 
dentro l'angolo assintolico. Il ebe si doveva dimostrare. 

Proposizione XXX. 

525. La retta che tocca r iperbole , essendo prolungata, incon- 
tra f uno e Valtro assintoto dentro l’angolo assinlotieo (fig. 114). 

Dim. Sia 3IL una retta che tocca l’iperbole in un punto Mz 
dico che questa retta , essendo prolungata , incontrerà ambidue gli 
assintoti acntro I* angolo assintolico KOB. Infatti , se la tangente 
ML passasse pel punto (7 d’intercezione degli assintoti, o incontrasse 
uno degli assintoti nel punto II , ed il prolungamento dciraltro in 
un punto F, in ambidue i casi incontrerebbe il ramo dell’ iperbole 
opposto al ramo MN [H’ 523), e per conseguenza non sarebbe più 
tangente , contro 1’ ipotesi. Dunque la tangente ML deve incon- 
trare gli assintoti dentro l’angolo assintolico. 11 che si doveva di- 
mostrare. 

526, Corollario. Apparisce da questo teorema che le due tan- 
genti ML, NL ad uno stesso ramo dell’ iperbole devono incontrarsi 
ueccssariainentc in nn punto L situato dentro l’angolo assintolico; c 
che le tangenti EN, FR ai due rami opposti dell’iperbole, essendo 
prolungate, dovranno incontrarsi in un punto D situato fuori 1’ an- 
golo assintolico, o saranno parallele. 

Proposizione XXXI. 

527, U assintoto è il limite, a cui tende la tangente , quando U 
punto di contatto s’allontana all' infinito ( iìg. 114). 

Dim. Infatti , la tangente ML deve incontrare l’uno e l’altro as- 
tintoto ne’ punti GcH. dentro I angolo assintolico KOB, (n° 525 ); 

5 er conseguenza se il punto O s’ avvicina al punto 0 d’ incontro 
e’ due assintoti , il punto H si dovrà allontanare dal medesimo 
ptmlo 0. Se dunque il punto G arrivasse a coincidere ci.l punto O, 
allora la tangente ML avrebbe coll’ assintoto due punti di comune, 
e però si confonderebbe con esso, ed il punto di contatto M si tro- 
verebbe ad uua distanza infinita dal punto O, Quindi un assintoto 
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dpll' i{>crbole è unii Uiigenii; , il cui punk) di eontatlo trovasi all' in- 
finito. Il che si doveva dimostrare. 

5*28. Scolio. Questo teorema offre il mezto di determinare gli 
assintoti dell'iperbole, indipeodentementa dal cono , come si vedrà 
nella proposizione che segue. 

Pboposizionk XXXIl. 

529. Se da un tertiee A deir asse Irasverso AB deU iperbaie si 
conduca In tangente verticale AK eguale al semiasse eton trasversa 
OC, la retta EO sarà un ass.ntoto della curva ( lig. Il5 ). 

Dim. Si conduca la tangente laterale MT, che incontri le tan- 
genti verticali JE, OS ne' punti f', e indi si tiri la ordinata JUP. 

Essendo armonici i (juaitru punti B, T, A, P l n° SUI ) , ed es- 
tendo la distanza de' punti conjugali B ed À divisa in due parti 
eguali nel punto O, ne consegue f n* 102 ) che se il piede P della 
Ordinata s* allontana all* infinito dal punto A, il piede T della tao- 
gente, eh' è il suo conjugato, coinciderà col punto 0. E poiché in 
tal caso il punto AI di contatto ti troverà all infinito, la tangente 
AIT si confond''rà coH'atsinloto. Quindi si conosce un punto O per 
cui questo assìiitoto deve passare, onde resta solo a determinare un 
altro punto della sua direzione. A tal fine si osservi che il rettango- 
lo delle tangenli verticati AF, BS ò sempre costante ed eguale 
al quadrato del semiasse OC (n^ 502). Or quando il punto 7’ coin- 
cide col punto 0, un siffatto rettangolo si trasfoniia in quadrato, 
perché allora le tangenti verticali divengono eguali fra loro, 

dunque un siffatto quadrato dev’ esser eguale a quello della tangente 
verticale AE, e per conseguenza la retta OE è uu assinloto dell'i- 
perbole. Il che si doveva dimostrare. 

530. Corollario I . Apparisce da questo teorema che il punto d'ip- 
conlro degli assintoti deiriperbola coincide col centro Ù di questa 
curva. 

531. Corollario 2. Si deduce ancora che per determinare gli as- 
sintoti deir iperbele basta condurre la tangeute verticale EE' . a 

I «rendere AE ed AE' ciascuna eguale al semiasse non trasverso OC^ 
e rette indefinite EH, flU, saranno gli assintoti richiesti. 

S32. Corollario 3. E poiché le tangenti verticali EE, RE sono 
eguali fra loro, e ciascuna è uguale all’asse CD, la figura LEBE 
è un rettangolo. Quindi 

Gli assintoti dell iperbole coincidono colle diagonali del reUatm. 
gaio formato sopra i due assi. 

PaoPOSizio.’tE XXXIII. 

*! 

533. L'angolo assintoticò i retto, acuto, a ottuso, secondo ehm 
l'asse trasverso è ugnale, maggiors, ò tninore dtlVtu*s non Irtt 
svtrto (fig. 1 15 ). • f 
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Dim. Sian« ÀB, CD, gli «tsì dell’iperbole, ER, E'R' gli a'dn^ 
4oli, ed BE' una tangenle verlirale. Per i Ire punti E, O, E' si fac» 
eia passare un arco di cerchio. È manifesto che un siffatto areo sarà 
una semieirconfei enza, quando ai suppone JO=jìE, che sarà mag- 
giore della semicirconferenza, quando sarà JO maggiore di JE, e 
che infine sarà minoro della semicirconferenza quando sarà mi- 
nore di j4E. Quindi nel primo caso l’angolo EOE' sarà retto, nel 
secondo acuto, nel terzo ottuso. 11 che si doveva dimostrare. 

5Sà. Coronario. Apparisca da questo teorema che nell’ iperbole 
equilatera l'angolo assintotico è ratto, e che nell’iperbole scalena è 
acuto o ottuso, secondo che 1 asse trasverso è maggiore, o minore 
dell’asse non trasverso. 

Proposizione XXXIV. 

S.1S. Se per un punto dell' iperbole n conduca F ordinata ad 
tmn Jet/ li assi, * si prolunghi RncAè incontri gli assintoti. Urei, 
tatìf/olo delle porti comprese fra guel punto e gli assxntoti , è u- 
gufile al quadrato del semiasse parallelo all' ordinata (fig. 1 16). 

Dim. Sia M un punto dell’iperbole, pel quale si conduca in 
primo luogo all asse trasverso AB l’ordinata MP, che si prolunghi 
finché incontri gli assintoti OE, OSf ne' punti R, e R‘. Dico che il 
rettangolo di MR in Mff è uguale al quadrato del semiasse OC. 

I due triangoli rettangoli OPR, OPk sono eguali, perchè hanno 
il lato OP comune, e 1 angolo ROP=R'OP, per conseguenza sarà 
PR=PR'. E poiché s’ avrà andie B1R=^M'R'. e però 

sarà MR la differenza delle rette PR, PM, e MB! la somma delle 
stesse rette. Quindi il rettangolo di MR in MB! è uguale al qua- 
drato di PR meno il quadrato di PM. Or per la proprietà dell' i- 
perbole si ha (n° 476 ) 

PM'. wp'—jò' ut. 

Ma i triangoli simili OAE, OPR danno , 

Fr* X :: IP ■. lip , dunque 
PR‘ : PM' :: OP' : OP' — TO', 
e dividendo risulterà 

PR'—PM'i Pp :: AG' : OPWàÈ': ftt, 

« pér conseguenza 

PR' — FS'—'JP, vale a dire il rettangolo di MR in 
MR' è uguale al quadrato di OC. 

Supponiamo ora che dal punto M si conduca l’ordinata MQ al 
secondo asse CD, che prolungata incontri gli afsintoli ne’ punti N 
e A'. Dico che il rettangolo di MN in MN' i uguale al quadrato 
di AO. 
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Infatti, i rettangoli RÌIff, NMN> sono in ragion composta dalie- 
ragioni di MR a UN, e di UR' a UN. Ma per i triangoli simili 
MNR, OPR, la ragione di MR a UN é ugnale a quella di PR a PO, 
ossia di àE td JIO, e per i triangoli ubmIì MN'R', OPR',ì» ragiona- 
di UN a UN' è uguale a quella di PR' a PO, ovvero di ÀE aA AOi 
dunque sarà 

RMN : NMN JlS": TO', e per conseguenza il rettangolo NJIN' 
è uguale al quadrato di AO. 11 che si doveva dimostrare. 

PflOPOSIZTON* XXXV. 

S36. Se una curda qualunrpie dell iperbole si prolunghi fnehe 
incontri gli assintoti , il rettangolo delle parti eomjjrete fra u«p 
punto della curva e gli assintoti, è sempre costante (fig. 1 11) 

Dim. Sia GF una corda dell’ iperbole, che prolungata inrentri 
gli assintoti ne' punti E e D. Dico che il rettangolo di GE in 00 
é sciare costante , vale a dire che se un’ altra corda BR paral'da 
a GF prolunghi finche incontri gli assintoti ne’ punti e<S. il 
rettangolo di 6^£'in GD sarà eguale al rettangolo di BA in BS 

Per i punti G, e B ti conducano le rette Ql>, HK perpendicehiri. 
all’asse trasverso. 1 triangoli simili EGQ, UAB , e LGD, KB.S 
danno 

GL. GD :: KB : BS., 

QG : EG : : DB : AB„ 

ovvero, moltiplicando per ordine 

QGL : EGD : : HBK .ABS: 

Ma perla prm>osizione precedente, il rettangolo QGL ér ugnate 
al rettangolo HBK, dunque sarà pure il rettangolo ÈGD eguale al 
rettangolo ABS. Il che si doveva dimostrare. 

5.'i7. Scolio I . Questa dimostrarione si applica anche quando la 
corda GF, o BR (Gg. 113), i esterna alTipeihole , cioè incontra i 
due rami opposti della curva. 

538 . Scotto 2. È facile il vedere (fig. 113, e 117) che seie 
rette QL, HK si facciano passare per i punti Fe R, si può dimu- 
strare come qui sopra che il rettangolo di FE in FD è uguale al 
rettangolo di HA in RS; e che se si faccia passare la QL pel punto 
&, e la HK pel punto R, il rettangolo di EG in GD sari eguale a 
quello di AR in RS. Sicché si può conchiudere che i ret< angoli 
EGD, EFD. ABS, ARS, sono eguali fra loro. 

o3i). Scolio 3. Se si suppone che le rette EG. y/fl restando sem- 
pre parallele fra loro non stiano per dir.tto col e r. tle GO, HS clic 
sono anche parallele fra loro, si potrà dimostrare come sopra che il 
rettangolo di EG in GD è uguale a quello di AB in BS. 
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PROPOSUION* XXXVl. ' . 

r>i0. Lt parti di utta segante gunlungue, comprese fra / iper- 
iole e gli assintoli, sotw eguali fra loro (fig. 117). 

Dim- Siano EG, FD le parti di una segante EP, comprese fra 
r iperbole e gli assintoli : dico che sono eguali fra loro. 

Infatti) (n® 588) si ha 

EGxGP:^EFxFD, 

otrero 

GD-.FD \ : EF .EG , ' 

e dividendo sarà 

gd—fd . fd\: ef— eg .• eg, 

ossia . , 

FG : FD ; ; FG : EG , e per oonsegnenza risulta 

ED=EG. 11 che si doveva dimostrare. 

541. Scolio. Se la segante fosse GF (fig. 118), s’avrebbe pure 
'EG=FD. La dimostranone è identica a quella fatta qui sopra, sp- 
lamcnte in vece del dividendo si dovrà fare' il componendo. 

5'i2. Corollario I. PoicTiè EG{C\g. 117) è sempre uguale a 
FD, lo s;esSo dovrà accadere quando i due punti d’ intersezione 0, 
e F i\ riuniscono nel solo punto I. Quindi 

La retta, che tocca tiperbole, e va a terminare agli assintof, è 
divisa in due parli eguali nel punto di contatto. 

Epperò) il rettangolo di EG in GD é uguale al quadralo di Ef. 

543. Corollario 2. Poiché EG (fig. 1|3) è sempre eguale e FD, 
ne consegue ohe quando i due punti d’ intersezione /) ed £ si riu- 
niscono nel solo punto (2, dovrà essere ON=^OM. Quindi 

nell'iperbole, Ot/ni ratta MN, che passa pel centro^ e va a ter- 
minare ai due rami della curva, resta divisa in quel punto tn 
due parli eguali. 

Epperò il rettangolo di EG in GD è uguale ai quadrato di JUO. 

CAPITOLO VI. 

Delf iperbole riferita agli assintoli. 

544. Esposte le proprietà degli assinioti iu generale, passeremo 
ora a parlare di quelle, che si hanno quando 1’ iperbole si riferisce 
agli assintoti considerati come assi delle coordinate. 

Proposizione XXXVII. 

545. Nell'iperbole riferita agli assintoti, il rettangolo delle 
Coordinate di un vertice d IP asse trasì'crso è uguale alla quarta 
parte dilla somma de’ quadrati de suniassi della curva (fig. 1 18). 


Digitized by Google 



C0KIC1IE 


'«89 

Dim. Siano CH, CK gli asintoti, e CÀ il semiasse trasverso. Si 
tiri AB parallela a CH , ed AD parallela a CK, indi si conginnga il 
punto D col punto B, e si conduca la tangente EB. Le coordinate 
assintotiche del punto A sono AB, e BC. 

Nel parallelograromo ABCD la diagonale AC divide 1 angolo as- 
aintotico BCD in due parti eguali , per conseguenza dividerà l’an- 
golo opposto DAB vare in due parti eguali , onde sarà AB=BC. 
Quindi la figura ABCO è una losanga, e però le diagonali AC, BD 
si tagliano scambievolmente in parli eguali c ad angoli retti. Or 
essendo 

CO: CA:: OD: AE, 

ne consegue che OD è la metà di AE, ovvero la metà del semiasse 
non trasverso. Ma il cjuadrato di AB è uguale alla somma de’ qua- 
drati di OA, e di OB, dunque il rettangolo delle coordinale assin- 
totiebe CB, BA del vertice A è uguale alla quarta parte della som- 
ma de’ quadrati de’ semiassi. Il che si doveva dimostrare. 

546. Scolio 1. Al quadrato di un lato AB della losanga ABCD 
si è dato il nome di potenza dell'iperbole, perché, come vedremo 
in appresso, indica quanto può . ossia quanto è il- valore del rettan- 
golo delle coordinate assintotiche di un punto qualunque dell iper- 
bole. 

547. Scolio 2. Poiché l’aja del triangolo CD A ha per misura il 
prodotto di CO per DO, e quella del triangolo CB.4, il prodotto di 
6'0 per OB, ne consegue che. l’aja della losanga é uguale 
alla metà del rettangolo de’ semiassi. 

548. Scolio 3. Essendo CE eguale all' eccentricità (n® 480), e 
CD\a metà di CE, sarà il lato della potenza dell’iperbole eguale 
alla metà dell'eccentricità. 

Proposizione XXXVIII. 

649. Il rettangolo delle coordinate aasintotiche di un ptmto 
qualunque dell iperbole è uguale alla potenza di questa (fig.119); 

Dim Sia A un vertice dell’ asse trasverso dell' iperbole, e M un 
punto qualunque dell’ iperbole. 'Si tirino le rette AB, MP parallele 
aU’assintolo CH, e le rette AD , .if(« parallele all assintoto CK. Il 
rettangolo di MP in MQwk eguale a quello di AB in ADlp!* 539). 
Ma MQz=.CP , ed AI)=-CB , dunque il rettangolo delle coordinate 
assintotiche del punto M è uguale alla potenza dell' iperbole. Il che 
si doveva dimostrare. 

550. Corollario 1. Se si prenda un altro punto N , e si condu- 
cano le parallele agli assintoli, sarà 

CPxPM=CRxNI{, 

vale a dire 

CP : CR : : NR : PM. Dunque 

K’el'' iperbole riferita agli astintoti, le ascisse tono reciprocamente 
proporzionali alle ordinate corrispondenti. 
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Sicché quando rasciua creice, TordinaU corrispondeuta dwainui* 
«ce; « però quando l’ascissa sarà eguale aU’ infinito, Tordinata car- 
ri^ndente dovrà annullarsi. CÀò prova in altro modo quello, che 
già si è dimostrato, vale a dire che l’assintoto s’avvieioa airip^ole 
•per Tina quantità minore di qualunque assegnabile, e ehe può con- 
siderarsi come una tangente , il cui punto di contatto trovasi all in- 
finito. 

551. Corollario 2. 1 parallelogrammi CPMQ, CBDÀ , CRNL 
avendo i lati intorno agii angoli eguali reciprocamente proporzio- 
nali , sono equivalenti. Quindi (n‘’ 547) 

Il parallelogrammo eotiruilo sulle coordinate assintotiche di un 
punto qualunque delt iperbole è costante ed eguale alla metà del 
rettangolo de' semiassi 

55*2. Corollario 3. Si tiri la tangente sarà PJ" la sottan- 
gente. Ma (n“ 5*2) si ha SM=!dT, dunque CP^PT, e però 

Nell iperbole riferita agli assintoti, la sotlangente è uguale al- 
Taseissa del contatto. 

553. Corollario *• Essendo CQ=QS , sarà il triangolo 
metà del parallelogrammo CPMQ. Similmente , essendo CP=sPT, 
il triangolo MPT é metà dello stesso parallelogrammo. Quindi 

L’aja del triangolo CST formato dalla tangente e dagli astinr 
Mi, è sempre costante ed eguale al rettangolo de' semiassi. 

CAPITOLO VII. 

De' diametri dell' iperbole. 

554. Dall’ iperbole riferita agli assi passammo all’ iperbole ripa- 
rila agli assintoti , vale a dire dall’iperbole riferita a un sistema di 
coordinate rettangolari passammo all' iperbole riferita ad un sistema 
di coordinate , che può essere rettangolare ed obliquo. Ma gli as- 
aintotì non sono diametri ; resta dunque a vedere se oltre agli assi 
abbia l’ iperbole altri diametri, ai quali si possa riferire. 

PaoPosiiioHK XXXIX. 

555. Le tangenti condotte per gli estremi di una corda, che 
passa pel centro dell'iperbole, sono parallele fra loro {fig. 1*0). 

Dim. Sia MN ma corda, che passa pel centro Odell’ iperbole. 
Per gli estremi di questa corda si conducano le tangenti UT, AS, 
le quali incontrino l’asse trasverso jdB ne punti T e S; indi si ti- 
rino a quest’ asse le ordinate JUP, NQ. Dico che le Ungenti accen- 
nate sono parallele fra loro. 

La corda UN passando pel centro , resta ivi divisa in due parli 
eguali (n“ 543). per conseguenza sono eguali i due triangoli rellau- 
goli OUP, ONQ, e sarà UP=NQ, ed OP= tJQ. Ma il semiasse 
OB è medio proporzionale fra OT ed OP, o pure fra OS ed OQ 
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<n® 500), dunque essendo OP-=^OQ, dovrà esser ancora OS=aOT. 
Quindi saranno eguali i due triangoli MOT, NOS , e sarà l’angolo 
OMTz=ONS, vale a d re le tangenti MT, NS saranno parallele fra 
loro. 11 che si doveva dimostrare. 

< 

Proposizione XL. 

ÌS56. Le tangenti condotte per gli estremi di una corda, che passa 
pel centro dell' iperbole , e che terminano agli assintoti di guesta, 
sono eguali Jra loro (fig. 121). 

Dim. Sia JB una corda qualunque, che passa pel centra Odel- 
r iperbole. Per gli estremi di questa corda si tirino le tangenti 
KH, ES, che terminano agli assintoti 5//, KE. Dico che la tan- 
gente KH è uguale alla tangente ES. 

Essendo parallele fra loro le due tangenti per la proposizione 
precedente, ed essendo OB=OA , i triangoli OBH, OAS sono 
eguali fra loro, onde risulta BIl—AS. Similmente si dimostra che 
il triangolo OBK è uguale al triangolo OAE, onde sarà BK=-AE. 
Ma BB—BK, ed AS=AE, dunque le tangenti KH, SE sono eguali 
fra loro. U che si doveva dimostrare. 

557. Coi ollario. La retta AB, che unisce i contatti di due tan- 
genti parallele, deve passare pel centro 0 dell iperbole. 

Infatti , si tiri la retia AO , che si prolunghi finché incontri la 
tangente KH in un punto B. Essendo EO=OK, ed parallela a 
BK, saranno eguali i triangoli AOE, OBK. e però sarà AO=OB, 
vale a dire il punto B non è diverso dal contatto della tangente KH. 

558. Scolio. Nell’ iperbole non possono esistere più di due tan- 
genti parallele fra loro. Infatti, se oltre KH. si potesse condurre al 
ramo MBR una tangente paridlela a SE, allora sarebbe KH pa- 
rallela alla tangente accennata; il che non può sussistere (n‘ 526). 

Proposizione XLI. 

559. Nell iperbole esistono infiniti sistemi di diametri conjugati 
(fig. 121) 

IHm. Pel centro O dell’iperbole si conduca nell’angolo assintotico 
KOH una retta qualunque Ox. che si prolunghi indefinitamente 
dall’una e dall’allra parte: indi dai due punti A c B, dove questa 
retta incontra la curva, si tirino le tangenti KH, SE. Da nn punto 
M della curva si tiri MP parallela alla tangente KH.cìic si prolunghi 
finebà ineontri gli assintoti, e dallo stesso punto si conduca MF pa- 
rallela ad AB. Finalmente dal centro 0 si tiri la retta Og, che si 
prolunghi indefinitamente dall'una e dall altra parte. 

In virtù delle parallele KH, NN\ si ha 

BHzSKl.PN: PN\ 

e però sarà PN=PN'. Ma ( n" 540) MN=zWN,àvstepitMP=:PM>, 
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Sicché la reità Bx divide in due parti tulle le corde parallele alla 
tangente e per conseguenza è un diametro deU’iperbole. 

I Essendo poi le tangenti BU, ed AE eguali e parallele ( n® 556), 
la figura ABHE è una parallelogrammo, onde sarà Eli eguale, e 
parallela ad AB. Quindi si deduce che OB=CII, ed AO^EC, os- 
sia EC^.CII. Or si ha 

CH-. EC\ : QV-. QV, 

dunque QF^QV'. Ma da un'altra parte è MF=F'F, per conse- 
guenza sarà QjìJ=zQF, vale a dire la retta Dt/ divide in due parti 
eguali tutte le corde parallele ad AB. I a ciò si conrhiude che le 
rette Bx, Dì/ sono diametri conjusati deU’ipfrbole; e che in questa 
curva esistono infiniti sistemi di diametri conjugati. Il che si dove- 
va dimostrare. 

560. Scolio 1. Nell’ iperbole esiste un solo sistema di diametri 
conjugati rettangolari. 

Infatti, essendo BK=^BH, se l'angolo OBH è retto, deve 05 di- 
videre in. due parti eguali l'angolo assinlotico KOH. ed allora AB 
(u® 532 ) sarà l'asse trasverso, ed il suo conjugato sarà CD eguale 
alla tangente KU. ' 

561 . Scolio 2. Analogamente agli assi, i quali formano un siste- 
ma particolare di diametri conjugati, si è dato ad AB il nome di 
diamelro trasverso, o di diametro primario, ed a CD=BH quello 
di diametro non trasverso, o di diametro secondario- 

'Ó62. Scolio 3. Dalle cose precedenti risulta che gli assintoti del- 
l'iperbole coincidono colle diagonali del parallelogrammo costruito 
sopra duo diametri conjugati. 

563. Scolio à. Keiriperbole equilatera'ogni diametro AB è u- 
guale al suo conjugato CD. 

Infatti, essendo retto l'angolo assinlotico ( n® 534. ) le diagonali 
del parallelogrammo KJIKS si tagliano ad angoli retti, e per conse^ 
segnenza un siffatto parallelogrammo sarà una losanga, ed in un 
solo caso sarà un quadralo, cioè quando AB, CD sono assi conju- 
gati. Quindi risulta KUrs^EH, ossia CD=AB. 

■ 564. Scolio 5. KeU’iperbole scalena ogni diamelro trasverso è 
maggiore o minore del suo conjugato, secondo che l'angolo assinlo- 
tico è acuto, o ottuso. 

Infatti, i due triangoli KOH, AO// hanno il lato OH di comune, 
ed il lato OK=OE. Quindi secondo che l’angolo KOH sarà acuto, 
o ottuso, il lato EH sarà maggiore, o minore del lato KH, ossia 
sarà AB maggiore, o minore di CD. 

566-. Scolio 6. NcH’iperbole tutt’i diametri passano pel centro. 
Viceversa, ogni retta ebe passa pel centro, e non coincide Con uno 
degli assintoti, è diametro della curva. Quindi gli assintoti sono i 
limili che separano i diametri trasversi dai diametri non trasversi. 

567. Scolio 7. Un diametro non trasverso CD divide in due parti 
eguali le sole corde, come MF, che sono parallele al suo conjuga- 
(o ab. Similmente , un diametro trasverso AB divide in due 
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parti eguali le sole corde, come MM>, che sono parallele al suo con- 
iugato CD, o pure alle tangenti KU, SE condotte per i vertici 
A V B. 

Quindi due corde dell ipcrbole. o esterne, o interne, non si pos- 
sono tagliare scambievolmente in due parti eguali che nel solo cen- 
tro della curva. 

$68. Scolio 8. Dallo scolio precedente si deduce che neH’iperboIe 
la retta che unisce i punti di mezzo di due corde parallele, è diame- 
tro della curva. Quindi la retta, che unisce il punto di contatto di 
una tangente ed il punto di mezzo di una corda parallela ad essa 
tangente, è diametro trasverso dell iperbole, come pure se unisce i 
contatti di due tangenti parallele. 

$69. Scolio 9. Fra tult'i diametri trasversi dell’iperbole il minimo 
è I asse trasverso. 

Infatti, ( fig. 120 ), se col centro in 0 e col raggio OA, che è il 
semiasse trasverso, si descriva un cerchio, questo toccherà i due 
rami deU’iperbole ne vertici A e. B dell’asse trasverso, e però sarà 
OA minore del semidiametro 017, ossia sarà AB minore del dia- 
metro JUIV. 

$70 Scolio 10. E facile il vedere che due diametri trasversi sono 
eguali fra loro, quando sono egualmente inclinati all’asse trasverso: 
e che il diametro più vicino all’ asse trasverso sia minore del piu 
lontano. 

PllOPOSIZIONE XLII. 

$71. Offni diametro secondario di un iperbole è diametro pri- 
mario di un altra iperbole, separata dalla prima , e che Aa lo 
stesso centro, gli stessi assintoti, e la stessa potenza ( Gg. 122 ). 

Dim. Sia AB un diametro primario dell’iperbole, i cui rami sono 
MN, FG, e sia CD il suo conjugato. Poiché un diametro può esse- 
re maggiore, eguale, o minore del suo conjugato (n°$64), ne 
consegue che può esistere un’iperbole, i cui rami sono PQ, FR, 
la quale abbia CD per diametro primario, ed AB per diametro con- 
jugato. Ma gli assintoti KE, SII coincidono colle diagonali del pa- 
rallelogrammo SKIIE costruito sopra i diametri conjugati AB, 
CD, dunque è manifesto che le due iperboli dovranno avere lo 
stesso centro, gli stessi assintoti, e la stessa potenza. 11 che si do- 
veva dimostrare. 

$72. Scolio. Si comprende ora il perchè si sia dato alle iperboli 
Sopraccennate il nome d'iperboli conjugate. 

Proposizione XLIII. 

$75. Gli estremi de'diametri secondarj dell iperbole, i cui rami 
sono MN, FG, hanno per luogo geometrico i rami PQ, VR dell'i- 
perbole eonjugata ( Gg. 122 ). 
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Ditn. Da un punio K deH'assintoto EK comune ai rami MN, FR 
delle iperboli conjugate, «i conducano a questi rami le tangenti KB, 
JiD, che si prolunghino finché incontrino l'altro assintoto SH\ indi 
si tirino le rette OB, OD, e la corda di contatto BD. 

Essendo BK—BII, e KD=DS ( n° 542 ), sarà BD parallela a 
SE, onde B1 è l'ordinata assintotica del punto B, e la sottangente 
K/ è uguale all'ascissa /O. Similmente, DI è l'ordinata assintotica 
del punto D. Ma il rettangolo delle coordinate assintotiche 01, 
y/l del punto B è uguale al rettangolo delle coordinate assinloti- 
cbe 01, ID del punto D, perché le due iperboli conjugate hanno 
la stessa potenza (n° 571 ), dunque sarà ID—IB, e però la 'figura 
OBKD è un parallelogrammo. Da ciò ne consegue che DKrzzOB, e 
BK=OD. vale a dire chei diametri sono conjugati fra loro. 

Il che si doveva dimostrare. 

S74< Corollario. Apparisce dalla dimostrazione precedente che 
le iperboli coniugate sono due luoghi geometrici distinti l’uno dal* 
l'altro, e che i loro rami potendosi avvicinare per una quantità mi* 
norc di qualunque assegnabile sono assintoti l’uno deU’altro. Appli* 
cando poi all’ asse non trasverso ciò che abbiam detto ( u° 569, e 
57U ) intorno all’asse trasverso, si vedrà facilmente che l’asse non 
trasverso é il mìnimo fra tutti i diametri non trasversi , che il dìa* 
metro non trasverso il più vicino all’asse non trasverso è minore 
del più lontano, c che due diametri non trasversi egualmente di* 
stanti dall' asse non trasverso sono eguali fra loro. 

CAPITOLO Vili. 

Dell iperbole riferita ai diametri conjugati. 

575. Per mezzo delle proprietà degli assintoti si arriva facil* 
mente a riferire l’iperbole a un sistema qualunque di diametri con- 
jug*ti,ed a dimostrare i teoremi corrispondenti a quelli, che si sono 
dimostrati ( n" à75, e 476) , quando la curva era riferita agli assi 
conjugati. 


Pnoposizio.NE XLI\^. 

576. Il quadrato deW ordinala MP ad un diametro trasverso 
AB de/l' iperbole sta alta differenza de' quadrali dell' ascissa OP 
dal centro, e del semidiametro OB, come il quadrato del semidia- 
metro coniugato OC al quadrato dello stesso semidiametro 00. 
(lig. 121). 

Dim. Si prolunghi l’ordinata IBP finrhé incontri gli assintoti, ed 
al vertice B del diametro si conduca la tangen e KH. 

Essendo MN' la somma delle rette PIV, PAf,. e AjN la differenza 
delle stesse rette, sarà il rettangolo NMN' eguale al quadrato di PN 
meno il quadrato di PU. Ma il rettangolo P/MN' è uguale al qua* 
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ilrato di BH, o di OC ( n° 542 ), dunque il quadrato di PN meno 
il quadrato di PM è uguale al quadralo di OC , ovvero il quadrato 
di PIV meno il quadrato di OC è uguale al quadralo di PJB . Or es- 
sendo PJ\ parallela a BH , e questa eguale ad OC, risulta 

PN : OC II OP : OB, ossia 

Z'/V’: UC‘l IUI^\ 'OB', c dividendo 

piv'—dc': Ó6” : : 'oB'—m': m', 

vale a dire 

PB’ : OC* ; ; APB : "OB', c permutando 

PB’ : àPB I ; Z7£* : 05*- IV che si doveva dimostrare. 

577. Corollario. Apparisce da questo teorema che 

J quadrati dtlU ordinate a un diametro tratverso dell'iporóole 
•tanno fra loro come i rettangoli delie ascisse corrispondenti. 

* Proposizione XLV. 

578. Jl quadrato di un ordinata MQ a un diametro non iras- 
terso CD delC iperóole sta alla somma de'quadralidell’ascissaOQ 
dal centro, « del semiasse OC, come il quadrato di OU al quadra- 
to di OC ( frg. 12 1 ); 

Dim. La dimostrazione è quella che si trova esposta ( n“ 476 ) 
relativamente aH’asso non trasverso. 

57U. Corollario. Si deduce da questo teorema che 

I quadrati delle ordinate a un diametro non trasverso dell’i- 
perbole stanno come i quadrati delle loro ascisse dal centro , ac- 
cresciuti del quadrato del semidiametro non trasverso. 

580. Scolio. Moli si può dunque dire neH'ipcrbole ciò che si • 
detto iicirellissc, cioè che i quadrati delle ordinate a un diametro 
qualunque stanno come i rettangoli delle ascisse corrispondenti. 

581. Dejliiizionc 11 parametro di un diametro dell’ iperbole è, 
come nell’ellisse, la terza proporzionale in ordine ad esso diametro- 
e ai suo con])igaio. 

Propdsizione XLVL 

582. Neirijìirbole, il quadrato dell’ordinata MP a un diametro^ 
trasverso AJJ sta al rettangolo^KH'Z delle ascisse corrispondenti-, 
come il parametro di AB allo stesso diametro AB ( lìg. 121 ). 

Dim. I>n dimostrazione è quella stessa, che è stala già fatta per 
TeUissc ( 11 “ 876 ). 

!>83. Seolio, l’cr mezzo del teorema dimostrato ( n® 578 ) si E®- 
uebbe cousiderare il parameuo djl diainetco Boa Uasvciso- 
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Proposizione XLVII. 

584. Nelfiperòole. il quadrato dell'ordinata MI* a un diametro 
iratverso AB è uguale al rettangolo dell atei f sa Al’ nel parametro 
AR di esso diametro, più il rettangolo contenuto da essa ascissa, 
e da una quarta proporzionale in ordine al diametro, al parame- 
tro, ed aU ascissa medesima ( fig. 103 ). 

Dim. La dimoslrazlone è quella, che si trova esposta ( n° 4SI ) 
per Tordinata all’asse trasverso. 

CAPITOLO IX. 

Relazioni fra gli assi ed i diametri conjugati dell' iper iole. 

585. Esistono intorno ai diametri conjugali dell’iperbole due no- 
tevoli teoremi analoghi a quelli dimostrati per 1’ ellisse (n°38l, 
384), e che si attribuiscono pure ad Apollonio. 

Proposizione XLVIII. 

586. Se dagli estremi di due semidiametri conjugati dM iper- 
bole si conducano le ordinate agli assi, il rettangolo de’ segmenti 
compresi in ciascun asse fra il piede dell ord nata ed i due vertici, 
Sara eguale al quadrato delV ordinata parallela ad esso asse 

(fig- 123 j. 

Dim. Siano AB, CD gli assi dell’iperbole, ed OM, ON due se- 
midiametri conjugati. Dal punto A^si conduca ad l’ordinata MP, 
che si prolunghi finche incontri gli assintoti ne’punti II e A'; indi si 
congiunga il punto II col punto N per mezzo della retta HN, ohe si 
prolunghi finché incontri l’altro assintoto nel punto E, cd in fine si 
tiri la retta MN. Per le cose dimostrate ( n“ 573 ) la retta UN e pa- 
rallela aU’assintoto EK, ed è divisa dall altro assintoto SU in due 
parti eguali nel punto y, per conseguenza sarà OK—OE. Ma PH 
=PK, dunque sarà OP parallela ad EH, e però NQ è ordinata al- 
l’asse CD. 

Ciò premesso, il rettangolo HMK ( n“ 535 ) è uguale al quadrato 
di OC. Ma lo stesso rettangolo è uguale al quadrato di PU o di OQ, 
meno il quadrato di PU, dunque 

Clf=0{f—p£‘, ovvero 

il quadralo di PU è uguale al quadrato di OQ meno il quadrato di 
CO. o che vale lo stesso, al rettangolo di QC in Qt). Similmeule es- 
sendo il rettangolo UN E uguale al quadrato di 0.4, si dimostrerà 
come sopra che il quadrato di NQ è uguale al rcltuugolo di PA in 
FU. 11 che si doveva dimostrare. 
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Proposizione XLIX. 

587. Nelf iperbole 1 la differenza de' quadrati de'diametri eonju- 
^ati è uguale alla differenza dd quadrati degli assi ( lig. 1 23. ) 

Dim. Essendo PB la somma delle rette OP, O.d, ed ÀP la difie* 
rema delle stesse rette, sarà il rettangolo APB, ovvero { n“ 586 ) 
il quadrato di NQ (n° 586) eguale ad quadrato di OP meno il qua- 
drato di OA, vale a dire sarà 

6P‘—0a'-\-QN*. 

Similmente si dimostra che 

Ma il quadrato deH’ipotenusa OM è uguale ai quadrati di OP, e di 
PM,e.à il quadrato dell’ ipotenusa ON ai quadrati di OQ , c 
dunque si avrà 

0A'’=56’*-f 

Quindi togliendo dal quadralo di OHI il quadrato di ON, la dif- 
ferenza sarà eguale a quella de’quadrali di OA, e di OC, ossia sarà 
la differenza de’ quadrali de' diametri coniugati dell'iperbole uguale 
alla differenza de quadrati degli assi. Il che si duveva dimostrare. 

588. Scolio. È questo il primo teorema su i diametri conjugati 
delU’iperbole, che si attribuisce ad Apollonio. 

589. Corollario. Apparisce da questo teorema che nell’ iperbole 
scalena non può esistere alcun sistema di diametri conjugati eguali, 
e che la sola iperbole equilatera ammette diametri conjugati eguali, 
e lo sono a due a due. Queste cose erano state già dimostrale in altro 
modo ( n" 563, e 564 ). 


Proposizione L. 

590. Nell'iperbole, il paralldogrammo costrui'o su due diame- 
tri conjugati è uguale al rettangolo degli assi ( lig. 122 ). 

Dim. Siano AB, CD due diametri coniugati, e siano MN, FG, e 
7’P, A'if i rami dell’iperboli conjugate, e KE , SI/ gli assintoti. 
Dico che il parallelogrammo ShJIE è uguale al rettangolo degli 
assi. 

Infatti, ciascuno dc’quattro triangoli KOI/, OHE, SOE , SOK è 
eguale al rettangolo de semiassi ( n'’ 55.3 ), per conseguenza 1 aja 
del parallelogrammo accennato dev’esser sempre costante ed eguale 
al quadruplo rettangolo de’ semiassi, tale a dire al rettangolo degli 
assi, 11 che si dovevatliinoetrare. 
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591 . Soolto. È questo il secondo teorema intorno ai diametri con* 
jugati dell' iperbole, che viene attribuito ad Apollonio. 

Paoposizione li. 

592. Di due diametri trasversi delC iperbole, il maggiors ha il 
parametro più grande ( llg- l‘i3 ). 

D m. Siano OJ, Oi/due semidiametri trasversi, ed OC, ON i 
loro coniugati. Sia inoltre Pii semìparametro di iéB, e ^quello di 
20M. Essendo il parametro di un diametro una terza proponionale 
in ordine ad esso diametro ed al suo conjugato, sarà 

OC’=-OA><P, e per conseguenza 

OA’—UC‘=OA'~-OJxP. 

Quindi la dilTcrcnza fra il quadralo di un semidiametro Ojd e 
quello del suo conjugato OC è uguale al rettangolo, che ha per 
base OA, c per altezza la differenza 0/4 — P. Similmente si dimostra 
che la differenza fra il quadralo del semidiametro OM e quello del 
suo conjugato OJV è uguale al rettangolo di OM in 0.ì4 — Q. Ma la 
differenza de' due primi quadrati è uguale differenza de' due secon- 
di, dunque il primo rettangolo sarà eguale al secondo , e però le 
differenze fra i diametri, ed i loro paràmetri sono recìprocamente 
proporzionali agli stessi diametri. Da ciò consegue che il diametro 
maggiore deve avere il parametro più grande. Il che si doveva 
dimostrare. 

593. Scolio. E manifesto che la dimostrazione precedente può an- 
che applicarsi a due diametri non trasversi. 

694. Corollario I . Si deduce dal teorema precedente che fra i pa- 
rametri de’ diametri trasversi il minimo è quello, che appartiene al- 
l’asse trasverso. Degli altri poi il parametro dei diametro più vicino 
all'asse sarà minore del parametro del diametro più lontano. 

595. Corollario 2. Quando l'asse trasverso AB è maggiore del 
conjugato C/1. dovrà essere pel primo teorema di Apollonio (n“587) 
ogni altro diametro trasverso maggiore del suo conjugato. Or es- 
sendo AB il mìnimo fra tutti i diametri trasversi, ne consegue che il 
suo parametro dovrà esser nell' ipotesi sopraccennala il minimo fra i 
parametri di qualsivoglia diametro dell'iperbole. 

CAPITOLO X. 

Reiezioni fra le corde supplementari;, ed i diametri conjiigati 
dell’ iperbole. 

59G. Definizione. Si dicono corde supplementarie di un’iperbole 
due corde, che congiiingono un punto qualunque della curva, ed i 
due estremi di un diametro trasverso. 
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PfiOPOSinoNE LII. 

597. AelPiptrioU, dué diametri par alkli a due corde nipple- 
mentarie sono conjugati. Reciprocanunte, si possono sempre con- 
durre due corde siipplementane, che siano parellele a due diametri 
conjugati ( Gg. 124 ). 

Dim. Jji dimoslrazionc di questo tporcma c quella fatta per Tel* 
lisse ( n“ 390. e 391 ). 

598. Corollario I. Apparisce da questo teorema che l’angolo 
compreso da due diametri conjiigali c uguale o supplemento del* 
l'angolo delle corde suppicmentar e. 

599. Corollario 2. Sia JB un diametro trasverso, NT una tan- 

gente, ed Oi\ un scmidiaraelro trasverso. Se si conduca la corda 
BAI parallela ad ON, e la corda Mipplemcntaria JM, dovrà essere 
la tangente NT parallela alla corda AM. Infatti, tanto la tangrate, 
quanto la corda devono esser parallele al semidiametro 0i& coa- 
jiigato ad ON. >. 

PROPOSIZIO.NE LUI. 

I 

600. Per gli estremi di un ^amrtro qualungue delTiperbole si 
possono sempre tirare due corde supplementarie parallele a gueUo, 
che corrispondono a gualsivoglia altro diametro. 

Reciprocamente, se aue corde supplemeutarie si conducano da- 
gli estremi di un diametro, le rette condotte da un punto dell'iper- 
itole parai' elumenle a quelle corde incontreranno la cuna negli e- 
st enti di un medesimo diatnetro ( fig. 125 ). 

Dim. La dimostrazione di questo teorema è quella stessa, che è 
stata fatta per Tcllisse ( n° 393, e 894 ). 

601. Scolio 1. L’angolo compreso dalle corde supplementarie 
AN, BN, che partono dagli estremi dell'asse trasverso AB, è sem- 
pre acuto, perché l'angolo ABN è sempre ottuso, come apparisce 
abbassando dal punto Afl ordinala all’asse accennato. Quindi nella 
dimostrazione citata qui sopra , allorché l'angolo DOK de diametri 
conjugati è ottuso, l'angolo ANU sarà eguale all angolo COK sup- 
plemento dell’angolo DOK.Se dunque si suppone che l’angolo DOK 
sia ottuso, le corde QM, PJU, ed AN. NB non saranno rivolte da 
una medesima parte, come avviene quando l’angolo DOK è acuto, 
ch’è il caso della Ggura. 

602. Scolio 2. A misura che il punto N si allontana dal vertice 
B,ì angolo ANB diminuisce , e quando il punto N si allontanerà 
all’inGnito dal punto B, le due corde supplemenlar e AN, BN for- 
meranno un angolo eguale a zero, ussia saranno parallele ad un 
medesimo assiutoto, in cui si confonderanno allora i due diametri 
conjugati EK, CD. Quindi un assintoto dell iperbole può considerar- 
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si in certo modo come un sistema di diametri coniugati eguali. Quan- 
do poi il punto N s'avvicina al punto Ji, l'angolo ANB va crescen- 
do, e diviene eguale ad un retto, quando il punto N coincide col 
punto B, perchè in tal caso la corda AN si confonderà coll’ asse 
AB, e la corda BN toccherà la curva nel punto B, riunendosi i due 
punti d'intersezione N, e B nel solo punto B. Dunque, l' angolo 
ANB è compreso fra zero e 90°. E poiché dalle cose precedenti ri>- 
sulla che l’angolo compreso da due diametri conjugatì è uguale al- 
l’angolo ANB, o al supplemento di questo, così si può conchiudere 
che i limiti, fra i quali sono compresi gli angoli delle corde supple- 
mentarie deU'iperbole, sono zero c 180°. Non avviene dunque nel- 
l’iperhole, come neU’eUisse, dove l'augolo formato da due diametri 
conjugaii non può esser qualunque, ma è compreso fra certi limiti, 
che non può mai oltrepassare ( u" 396 ). 

PaoPosizioNB LIV. 

603. NfilViperboIe ttfuilatera, le corde supplementarie, che par- 
tono dagli eetremi dell asse trasverso, fanno con questo d gli an- 
nali acuti rivolti da una medesima parte, e complementi l'uno ael- 
faltro ( fìg. 126 ). 

Dim. Sia AB l’asse trasverso deU'iperbole, ed AM BM due cor- 
de supplementarie. Dico che gli angoli acuti MAB, MBP sono com- 
plementi l’uno dell’altro. Infatti, il quadrato dell’ordinata MP é u- 
guale al rettangolo delle ascisse corrispondenti AP, PB, onde si 
avrà 

MP: BP: ; AP: MP, ed 

i triangoli MPB, AMP saranno simili. Quindi sarà l’angolo MBP= 
AMP, e 1 angolo BMP=A. Ma nel triangolo rettangolo AMPì due 
angoli acuti A ed AMP sono complementi l’uno dell’altro, dun- 

2 ue ancora l’angolo MBP è complemento dell'angolo A. 11 che si 
oveva dimostrare. 

604. Scolio. Se AB fosse un qualunque diametro trasverso, i 
triangoli BMP, AMP sarebbero simili come quando AB è l'asse tra- 
sverso, ma I angolo MPC delle coordinate del punto M non sarebbe 
più retto, onde gli angoli MBP, e MAP non sono più complementi 
l’uno dell’altro. Nondimeno, essendo anche in questo caso 1 angolo 
MBP=AMP, ne consegue che la somma de’tre angoli del triangolo 
AMP è uguale alla somma degli angoli ABM, ed AMP. Quindi tolto 
di comune l'angolo AMP, sarà la somma degli angoli MAP, e MPA 
eguale all'angolo ABM, ovvero sarà la differenza degli angoli alla 
base del triangolo AMB eguale all'angolo hPÌH. delle eoordmaie del 
vertice M del medesimo triangolo. 
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PnoPosizioNE LV. 

605. NeW iperbole, se dagli estremi di gualmujue diametro tras- 
verso AB si conducano le corde supplmenlarit il quadra- 

to del semidiametro conjugato CD sarà eguale al rettangolo delle 
distanze CE, CR del centro ai punti d'incontro delle corde con esso 
semidiametro ( fig. 1 26 ). 

Z)/m. La dimosiraiione di questo teorema è quella stessa, cha è 
stata fatta per l’ellisse ( n° A55 ). 

CAPITOLO XI. 

jdpplicaiione delle teoriche contenute ne' sei capitoli precedenti 
alla risoluzione di alcuni problemi. 

606. Ci limiteremo in questo luogo, come abbiam fatto per l'el- 
lisse, alla risoluzione di alcuni problemi i più uecessarj. 

PROPOsinoNE LVL 

607. Essendo data Viperbole, trovare il suo centro ( Ggj 120 ). 

Soluzione. Si tirino due corde parallele MM', NN' in una dire- 
zione qualunque, e per i loro punti di mezzo P e Qdi conduca una 
retta, che incontri i due rami della curva ne’punti A e li. Sarà AB 
un diametro trasverso dell'iperbole, per conseguenza se si divida 
AB in due parti eguali nel punto 0, questo sarà il centro richiesto. 
Il che si doveva fare. 

Proposizione LVII. 

608. Trovare gli assi di una data iperbole ( fig. 120 ). , 

Sol. Si trovi il centro O della curva, ìndi latto centro nel punto 
O, con un raggio eguale ad un semidiametro trasverso OM si descri- 
va un cerchio, che taglieri i due rami deU'ìperbole ne'quatiro punti 
M, M', N, IV. Ciò premesso, si conduca dal punto 0 una retta AB 
parallela a quella, che congiimge i punti il e H',e dallo stesso pun- 
to si conduca CD parallela a MM'. S'avrà in questo modo l’asse tra- 
sverso AB, e la direzione dell'asse non trasverso, conosciuta la quale 
li determinerà la lunghezza CD di detto asse nel modo che è stato 
esposto ( u“ 479 }. 11 che si doveva fare. 

Proposizione LVIII- 

609. Descrivere f iperbole per punti, essendo date le lunghezza 
di due diametri conjugali, e l'angolo da essi compreso (fig. 127). 

26 
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Sol. Siano AB, CD i due diametri cowusati dati, e supMniamo 
che sia CD maggiore di AB, Dal punto Ó sMnnalzi sopra CU la per- 
pendicolare OÉ=OC,, indi sulla direzione di CD si prenda un punto 
Q, e si congiunga col punto E. Sopra OE si prenda una parte OR 
s OB, e dal punto R si conduca alia stessa OE la perpimdicolare 
jR^.Pinalmente si tiri dal punto Q una parallela ad AH, e su questa 
parallela si prendano le parti QM, QM', ciasmiia eguale a QF, i 
puuti M, e M' saranno due punti deiriperbole richiesta. 

Infatti, i triangoli simili OQE, REE danno 

^ : : 'OR': ÒE'. 

Ma QV s=QM, 0E= OC, OR=OB, ed il quadrato dell'ipotenu- 
sa QE è uguale alla somma de' quadrati di ÒQ, e di OE, dunque 
sarà 

tÌQ': OQ'-\-ÒC' r; OH': OC'. 

e per conseguenza il punto J/,come pure il punto d/', appartiene al- 
l'iperbole. Ripetendo la stessa costruzione si avranno quanti punti si 
vogliono deU'iperbole richiesta. Il che si doveva fare. 

610. Scolio. È manifesto* che se CD fosse minore, o eguale ad 
AB, la stessa costruzione avrebbe luogo, solamente nel primo caso 
il punto E caderebbe fra O d R. e nel secondo si confonderebbe con 
Io stesso punto R. Richiamando poi in questo luo^o ciò che è stato 
detto ( n° 479 ) si vedrà facilmente che se è dato 1 asse trasverso ed 
un punto M dell iperbole, e si conosca la direzione del suo conju- 
gato, si potrà conoscere la lunghezza di questo. 

PaoPostziOHE LIX. 

611. Descrivere l iperbole per punii, essendo dati gli assintoti 
ed un punto della curva ( lig. 121 ). 

Sol. , Siano SD, KE gli assintoti, e d/un punto dell’iperbole. Si 
conduca per questo punto una segante qualunque NMN' terminala 
agli assintoti, indi si prenda Afl^=Jl[À/, il punto JU' sarà un punto 
dell’iprrbole richiesta. Ripetendo la stessa costru'.ione con tirare 
altre seganti si avranno quanti punti si vogliono della curva. 11 che 
si doveva fare. 

612. Scolio. Bisogna badare a non far passare tutte le seganti 
pel punto dato il. Si faranno passare le seganti anche per i punti, 
che si sono già trovati. Operando in tal modo si eviterà la confusio- 
ne, che nascerebbe da un gran numero di linee, che passassero per 
un medesimo punto, e gli errori prodotti dalle seganti troppo obli- 
que agli assùntoti. 

Proposizione LX. 

61 3. Essendo dati gli assintoti, un punto delf iperbole, e la di’’ 
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rezione di un diametro, trovare la grandezza di qutUo diametro, 
e la direzione e grandezza del suo conjugato (Cg. VII). 

Sol. Siano Sff, KE gli assintoii, M un punto della curva, e Rx 
la direzione di un diametro. Si conduca la retta MP parallela a Rx, 
e si prenda una media proporzionale OB fra MV e My, sarà OR 
la lunghezza del semidiametro di cui è data la direzione. Si divida 
yy in due parti eguali nel punto Q, e si congiunga questo punto 
col centro 0, sarà Dy la direzione del diametro conjugato ad ÀB. 
Per avere la lunghezza di questo secondo diametro si tiri dal punto' 
B la retta parallela a Dy, e si faccia CD=IIK. 

La dimostrazione di ciò che precede apparisce dalle proprietà de- 
gli assintot:. Il che si doveva fare. 

PaoPosiztoNK LXI. 

614. Essendo dati gli astintoti ed un punto deU iperbole, deter- 
minare gli assi di grandezza e di sito ( fig. 1 16 j. 

Sol. Siano EO, E'O gVt assintoti, e di/ un punto dell'iperbole. Si 
divida l'angolo EOE' in due parti eguali per mezzo della retta Ox, 
che si prolunghi dalFuna e dall’altra parte: indi dal punto 0 s'innal- 
zi sopra Or la perpendicolare Oy Le rette Ox, Dy daranno le di- 
rezioni degli assi: per avere la loro lunghezza, si abbasseranno dal 
punto in su quelle rette le perpendicolari MP, MQ, che si prolun- 
gheranno iinchè incontrino gli assintoti. Una media proporzionale' 
fra .tf.Y e MN' darà la lunghezza del semiasse OÀ, ed una media 
proporzionale tra RM e R'iU darà il semiasse OC. Il che si doveva 
fare. 

Proposizione LXIl. 

615. Essendo dati due diametri conjugati delF iperbole, determi- 
nare la grandezza e la direzione degli assi ( fìg. 123 ). 

Sol. Siano O.H, ON le metà de diametri conjugati dati. Gli assin- 
toti SH,KE si determineranno con descrivere su questi diametri un 
parallelogrammo, di cui essi assintoti saranno le diagonali ( n° 562 ). 
Or essendo la retta parallela all’ assintolo KE, e divisa dall al- 
tro assintoto SU in due parti eguali nel punto E (n°573) , ne 
consegue che le rette OE, EM sono le coordinate assintotiche del 
punto M, e le rette OE, EN quelle del punto N, ed eguali alla 
prime. Ciò premesso, si divida l'angolo KOB in due parti eguali 
per mezzo della retta OP, e al punto O s'innalzi sopra OP\e per- 
pendicolare OQ, le rette ÓP, Ol/ daranno le direzioni de’ due assi. 
Per avere la loro lunghezza si potrebbe ricorrere al problema pre- 
cedente, ma si arriva con maggior eleganza aH'ÌBlento trovando una 
media proporzionale OL fra le coordinate assintotiche OE,EM,e ti- 
rando dal punto L una retta parallela a MN, la quale incontrando le 
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rette OP,OQ ne'puntì A e C, darà le lunghezze OA. OC de'semiassi. 
Infatti, apparisce dalla costru4one che la retta OL è il lato della po> 
lenza dell’iperbole, e però i punti A e C sono vertici degli assi AB, 
CD. Il che si doveva fare. 

PltOFOSlZIONE LXIII. 

6 1 6. Essendo data unì iperbole, trovare due diametri conjugati, 
che /acciailo un angolo dato ( fig. 128 ). 

Sol. Sopra un diametro trasverso BD si descriva un arco di cer- 
chio capace deU'angolo dato. Dal punto M, ove quest'arco incontra 
Tiperhole, si conducano lo corde supplementarie MB, MD: indi dal 
centro O si tirino parallelamente a queste corde le rette OA, OC, 
che risolveranno il problema proposto. II che si doveva fare. 

617. Richiamando in questo luogo la cose dette (n° 601, e 602) 
si vedrà facilmente che il problema precedente è sempre possibile, 
ed ammette due soluzioni , se Tangolo non è retto, come apparisce 
dalla Ggura. Infatti, l’angolo formato da due corde supplcinentarie 
deiriperbolc ha per limiti zero e 180°. 

Nella risoluzione di questo problema giova avvertire che se BD 
è l'asse trasverso, e l'angolo dato ottuso, allora bisogna descrivere 
sopra BD un arco di cerchio capace dell’angolo acuto supplemento 
dell'angolo dato. In tal caso i punti M e IV d’intersezione si trove- 
ranno da una medesima parte dell’asse BD. 

Pkoposizione IjXIV. 

618. Pei- un punto dato sull iperbole, condurre una tangente 
alla curva ( tig. 121 ). 

Sol. Sia N il punto dato. Si tiri il diametro ND, e da un estremo 
B di qualunque diametro trasverso BA si conduca la corda BM pa- 
rallela al diametro DN. e si congiunga MA. La retta NT parallela 
a MA sarà la tangente richiesta ( n° 599 ). Il che si doveva fare. 

PnoposizioNE LXV. 

619. Condurre una tangente aWiperbole, che sia parallela ad 
una retta data ( fig. 121 

Sol. Si tiri un diametro trasverso AB. Dal punto A si conduca 
la corda AM parallela alla retta data, e s'unisca MB. Ciò fatto, si 
tiri il diametro DiV parallelo alla corda MB, e dal punto N la retta 
NT parallela ad AM. Sarà NT la tangente richiesta, il che si do- 
veva fare. 

620. Scolio. Bisogna avvertire che questo problema è possibile 
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(olamente quando tirando pel centro 0 una retta CE parallda alla 
retta data, la CE cada fuori dell'angolo assintotico. 

Proposizione LXVI. 

621. Condurre utCordtnala a yualnvogUa diametro deltiptrboU 

Sol. Sia EK un diametro trasverso dell’iperbole. Si tiri un altro 
diametro trasverso PQ, e da un estremo Q di questo diametro si 
conduca la corda QM parallela ad EK. Finalmente si conduca la 
corda MP, che sarà divisa dal diametro EK in due parti eguali nel 
punto L, e per conseguenza la ML sarà un’ordinata al diametro ^K. 

Si consideri ora il diametro non trasverso CD. Si tiri dal punto 
P la corda PM parallela a CD, e s’unisca MQ, questa sarà aivisa 
da CD in due parti eguali nel punto I , e però la MI sarà un’ordi* 
nata al diametro CD. il che si doveva fare. 

CAPITOLO xn. 

Dell iperbole rijmla a un eùtema qualunque 
di oasi coordinati. 

622. Fin qui si è considerata l’iperbole rispetto ai fuochi ed alle 
direttrici, agli assi, agli assintoti, ed ai diametri conjugati. Passere- 
mo ora a considerarla, come abbiam fatto per l’ellisse, rispetto a 
un sistema qualunque di assi coordinati. 

Proposizione LXVII. 

623. ^ /Veli iperbole, il rettangole delle ordinate corrispondenti ad 
un ascissa qualunque è in un rapporto costante col rettangolo delle 
distanze del piede di esse ordinate ai punti d'incontro della curva 
coll'asse delle ascisse ( Cg. 129 ). 

Dim. Supponiamo che l'iperbole sìa riferita ad un sistema qualun- 
que di assi coordinati Ox, Og. La retta J?R, o EN, parallela all’as- 
se Og delle ordinate sarà un ordinata della curva corrispondente al- 
1 ascissa OE. Or dico che il rettangolo delle ordinate ElV, EK sta 
in un rapporto cosUnte col retUngolo delle distanze ES, ET del 
piede E delle due ordinate ai punti 5 e 2* d’ incontro della curva 
coll’asse Ox delle ascisse. 

Pel punto N si conduca all asse delle ascisse una parallela, che 
incontri gli assintoti ne’punti /*e Q. I triangoli LNQ, LEK, c MNP, 
MEV , saranno sìmili, e però si avrà 

LE-. LN::ER-. IV Q, 

ME-. MN-.:EE. NP. 
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Quindi moltiplicando per ordine sarà 

MEL: MNL : : REV-. PNQ. 

Or pel teorema dimostrato ( n” 86 ) il rettàngolo MEL è uguale 
alla somma del rettangoli KEN, KMN, ed il rettangolo REE è u* 
guaio alla somma de’ rettangoli SET, AT’f', dunque sostituendo 
questi valori nella proporzione precedente risulterà 

KEM+KMN: MNL : : SET-\-RTF: PNQ. 

Ma per le proprietà degli assintoti il rettangolo KMN è uguale al 
rettangolo MNL, ed il rettangolo PNQ al rettangolo RTF, dunque 
sarà 

KEN^Y^MN: Y.MN\ \ SET+RTF-. RTF, 
ovvero dividendo 

TREN-.'KMNwSETx RTF, 
o infine permutando 

YEN-. SET: : YMN: RTF. 

Or per le proprietà degli assintoti i rettangoli YMN, RTF sono 
quantità costanti, dunque il rettangolo KEN delle ordinale corri- 
spondenti ad un’ascissa qualunque OE sta in un rapporto costante 
col rettangolo SET delle distanze del piede delle ordinate ai punti 
d’incontro della curva coll asse delle ascisse. 11 che si doveva di- 
mostrare. 

624. Scolio 1. Se il punto Scadesse fraA'cd/, si avrebbe (n°86). 

KEN-KMN: KMN :: SET— RTF-. RTF. 

Quindi invece dei dividendo si farà il componendo, e si avrà come 
sopra 

KEN-. KMN: ; SET: RTF. 

625. Scolio 2. La dimostrazione precedente è generale, e si ap, 
plica sempre, qualunque sia l'angolo KET delie coordinate, e co- 
munque sia situato il punto E rispetto ai due rami della curva come 
può vedersi nelle figure 130, 131, 132, 133, 134, etc .. 

626. Scolio 3. Hiilettendò sulla stessa dimostrazione si vede che 
qualunque sia la posizione delle rette KN, ST, che s' incontrano qel 
punto E, sempre s’avvera che nell’iperbole 

1“ I rettamjoli de' segmenti del'e due rette KN, ST compresi fra 
il punto E dd loro incontro e la curva, sono proporzionali ai ret- 
tangoli corrispondenti de segmenti delle stesse rette, compresi fra 

10 stesso punto e gli assintoti. 

2“ y rettangoli de' segmenti delle due rette KN, ST, compresi fra 

11 punto E del loro incontro e la curva sono proporzionali ai ret- 
tangoli corrispondenti de' segmenti delle stesse rette, compresi fra 
un punto della curva e gli assintoti. 
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Infatti dalle cose qui sopra dimostrate risulta 
KEN KMN MNL MEI 

SET RTF~~PNQ~~RE?' 

Il che conferma ciò che altrove abbiam detto ( n° 268 ) vale a 
dire che gli-assintoti dell’iperbote si possono considerare come un’i- 
perbole, il CUI asse trasverso è nullo. 

Finalmente , osservando che i rettangoli KAfAT 
RTF , ovvero MNL, RTF do’ segmenti delie rette IUV,^57’ com- 
presi fra un punto dell’ iperbole e gli assintoti sono eguali l’ uno al 
nuadralo del diametro parallelo, a RiV, e l’altro al quadrato del 
diametro parallelo a .Sr, si potrà enunciare la proposizione prece- 
denle come segue r 

Neltiperbolr, il rettangolo delle ordinate corrispondenti a un'a- 
scissa qualunque sta al rettangolo delle distanze del piede di <»«. 
ite ordinate at punti d'incontro della carta coll'asse delle ascese 
come il quadrato jUl diametro paralUlo aitasse delle ordinate s^ 
al quadrato del diametro parallelo all’asse delle ascisse. 

* 

CAPITOLO XIII. 

Relazioni fra U seganti le tangenti, le normali, i raggi vettori, 
ed t diametri dell iperbole. 

628. Dallo scolio procedente si deducono immediatameute i se- 
se"( n“ 42[T432° ° '^”***'’ dimostrato per l’eliis. 

PaoposizioHB LXVIII. 

ST «• tagliano, i rettan- 
goti de loro tegmenlt sono proporzionali ai Quadrati de' Air^nssiweS 
ad esse paralleli ( Cg. 1 30 e 131 ). diametri^ 

630. Corollario. Da ciò si deduce che nell iperbole duo cordo si 
tagliano m parti reciprocamente proporzionali solamente nel caso 
m CUI 1 diametri paralleli ad esse sono eguali fra loro. * 

PltOPOSIZIOHE LXIX. 

** * punto E, situato dentro la curva 
cioè nella cor^avita di un ramo di essa, si tiri una corda ST pA 
una EK, ,7re//o«^o/o SET starà al rettangolo KE^co^e 
tl quadrato del diome^o parallelo alla corda sfa II g^ai^Xl 
diametro parallelo alla segante { fig. 129 ). quaarato aet 

632. CoroUariQ. Quando la scgantq EK tasa pel centro, divie. 
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De un diametro IrasTerao della curva. Or se in tal caso sì suppone 
che la corda ST sia parallela al diametro conjugato sarà SE=iET, 
e però il quadrato dell’ordinata ET al diametro trasverso K.N sta al 
rettangolo delle ascisse corrispondenti come il quadrato del diame- 
tro conjugato sta al quadrato del diametro trasverso, teorema già 
conosciuto. 

Proposizione LXX. 

633. NelUperbcie, se da un punto E situato fuori la curva, cioè 
fra le convessità de'due rami, si conducano le seganti EK, ÉS. i 
rettangoli delle intere seganti nelle lor&parti esterne saranno pro- 
porzionali ai quadrali de' diametri paralkli ad esse seganti 

634. Corollario. Dunque neH’iperbole le seganti sono proporzio- 
nali alle loro parti esterue solamente quando sono eguali i diametri 
ad esse paralleli. 

635. Scolio. Giova qui avvertire che nell’iperbole le seganti po- 
trebbero partire da un punto E ( fig. 133 ) situato dentro la curva. 
In tal caso si dovrebbe aire che i rettangoli delle intiere seganti nelle 
loro parti interne sono proporzionali ai quadrati de’ diametri paral- 
leli ad esse seganti. 


Proposizione LXXI. 

636. Se da un punto situato fuori deltiper&ole si conduca una 
tangente ed una segante, il quadrato della tangente starà al ret- 
tangolo della intera segante nella sua parte esterna, come il qua- 
drato del diametro parallelo alla tangente sta al quadrato del dia- 
metro parallelo alla segante. 

637. Corollario. Dunque neU’iperbole la tangente sarà media pro- 

S opzionale £ra la segante e la sua parte esterna solamente quando i 
iametri sopraccennati saranno eguali fra loro. 


Proposizione LXXII. 

638. NeW iperbole, se due corde parallele incontrano una tan- 
gente, i rettangoli delle intare seganti nelle loro parti esterne sa- 
ranno proporzionali ài quadrati delle parti delia tangente compre- 
te fra le rispettive seganti ed il contatto. 

Proposizione LXXIII. 

€39. NelHperbole, se due corde s'inconlrano dentro o fuori di 
essa, i rettangoli de'loro segmenti sono proporzionali ai quadrati 
delle due tangmti parallele ad esse corde. 
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640. Corollario. Quindi se da un punto E ( Hg'. (34 ) preso fuo- 
ri deU'iperbole si tirino due tangenti £K, ET, i loro quadrati sa- 
ranno proporxionali ai quadrati de' diametri, clic sono ad esse paral- 
leli , o che vale lo stesso, le tangenti saranno proporzionali ai dia- 
metri accennati. Sicché le due tangenti non sono sciupre eguali, 
come accade nel cerchio, ma lo sono solamente quando i detti dia- 
jnetri sono eguali fra loro. 

PftOPOSIZIONE LXXIV. 

641. Un ecrehio non può tagliare V iperbole in più di quattro 
pimii ( fìg. 131 ). 

Dtm Siano 57*, ITiV due corde dciriperbolc, che si taglino nel 
punto E, e siano parallele a due diametri eguali fra loro. Sarà 
( n" 630 ) il rettangolo SET eguale al rettangolo KEN, e per con- 
seguenza per i quattro punti A', ,S, JV, T può passare una circonfc- 
rciiza di cerchio. Or dico che questa circonferenza non può passare 
per alcun altro punto D della curva. Infatti, congiunto il punto S 
col punto D sarebbe il rettangolo SOD per le proprietà del cerchio 
eguale al rettangolo KON. Quindi il diametro parallelo alla corda 
SU sarebbe eguale al diametro parallelo alla corda KN, e per con- 
seguenza al diametro parallelo alla corda ST, il che non può sussi- 
stere. Dunque un cerchio non può incontrare Tiperbolc in più di 
quattro punti. 11 che si doveva dimostrare. 

642. Corollario. Se dunque un cerchio tocca ! iperbole in duo 
punti, non potrà incontrarla in alcun altro punto, perchè il contatto 
equivale a due punti d'intersi'zionc. Se poi un cerchio toccasse l'i- 
perhole in un solo punto, allora è manifesto che potrà segarla in due 
altri punti, ccc... 

Proposizione LXXV. 

6.Ì-3. Se un diametro trasverso delt iperbole incontra la tangente 
condotta in vn punto della curva . esso sarà diriso armonicamente 
dalla tangente, dalla curva, e dall’ordinata del punto di contatto 
(fig. l.3S. ) 

Dim Si vegga la dimostrazione fatta per l’ellisse ( n“ 4,35 ). 

6J4- Scotio. In virili delle pandlelc AlP, V 4, Bit, anche la tan- 
gente MB sarà divisa armonicamente ne’punti .V, U, 0, R. 

Proposizione LXXVI. 

645. Se dal vertice A di un diametro trasverso .MI delP Iperbole 
si conduca la tangente Ali, che incontri in li la retta, che congi- 
unge un punto M della curva coll’altro rerlicc II, essa sarà divisa 
in due parti eguali nel punto V dalla tangente laterale 041 con- 
dotta mi punto M ( fig. 136. ) 
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Vim. La dimostrazione è quella clie è stala fatta per l’ ellisse 
( n" 538 ). 


Pboposizione LXXVII. 

646. Ogni semidiametro trasverso AC deltiperbole è medio prò- 
porziotiale fra la distanza CO del centro al vunto-i in etti la tan- 
gente MO incontra il diametro, e l'ascissa CI* del contatto M, com- 
putata del centro ( fig. 135 ). 

Dim. Si vegga la dimostrazione fatta per Tellisse ( n“ 438 ). 

Proposizione LXXVII 1. 

647 . Neir iperbole, anche il semidiametro non trasverso CD è 
medio proporzionale fra la distanza CQ del centro al punto , in 
Otti la tangente incontra il diametro DH, e l'ascissa CE) del punto 
M di contatto computata dal centrp ( fig. 135 ). 

Dim. Iiifatli , se la langeiile SlQ incontra in 0 il diametro tras> 
verso conjugalo a DH, I' ordinala MPsark eguale a CE, c I' a- 
srissa CP a hJE, ed I triangoli simili {/ME, QOC daranno 

EQi CQ.: ME-. CO:: cp-. co. 

Ma silia(n“0i6) CO: CA'.: CA : CP', dunque j>er la pro- 
prietà della ]>roporzione continua risulterà 

CP : CO , ossia EQ: CQ ' ; CP’ : CJ", e dividendo sarà 
EC : CQ:: CP'—CJ’ : CA'. 

Or, in questa proporzione la seconda ragione è uguale a quella 
del quadralo di MP, o di CE, al quadrato di CD, dunque 
CE : CQ ; ; CE' : CD', e per conseguenza sarà 
CE : CD ; ; CD : CQ. Il cne si doveva dimostrare. 

648. Corollario. Dalle due prosizioni precedenti si deduce che 

i\elf iperbole, ogni semidiametro è medio proporzionale fra la 

distanza del centro al punto , in cui una taiigente alla curva in- 
contra il diametro , e l' ascissa del punto di contatto computata 
dal centro medefjmo. 

G49. Scolio. È Incile il vedere che la CQ deve trovarsi in una 
direzione opposta a quella di CE, perché la tangente MQ incontra 
il diametro trasverso AS prima d’incontrare il diametro non tras- 
verso DH. E poiché CD e media proporzionale fra CQ e CE, cosi 
dalle proprieià della proporzione armonica (n" 107 ) risulterà che 
i punti Q eò E sono conjugati ai punti De II. Quindi si potrà coii- 
chiudrrc che 

Nel! iperbole , se un diametro gualunque incontri la tangente 
condotta in un punto della curva, esso sarà diriso amionicamenle 
dalla tangente , dai suoi due vertici , e dall' ordinata del punto 
di contatto. ' 


f 
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Proposiziohe LXKIX. 

650. Nell' iperbole . la toUangenle è quarta proporzìoìiale in 
ordine all' ascissa del punto contatto computala dal centro , ed 
alte distanze del piede dell ordinala dello stesso punto ai vertici 
del diametro ( Hg. 135). 

Dim. Nel (n” 503) la soltangcnie era considerala sopra tino de* 
gli assi, qui si considera sopra un diametro qualunque , ma la di- 
inoslrazionc è la stessa in ambiduc i casi. 

Proposizione LXXX. 

651. Se dai vertici di un diametro trasverso AB dell'iperbole 
si conducano le tangenti AV , Bll, che incontrino una tangente 
InlereUe MQ ne' punti V, c R, il rettangolo delle tangenti verticali 
sarà sempre costante ed uguale al quadrato del semidiametro con- 
jngalo Cl) ( fig. 135 ). 

Dim. Essendo armonici i quattro punti P, À, 0, B, (ii*’ 643), ed 
essendo la distanza AB di due punti conjugali divisa in due parli 
•'filali nel punio 6', sarà per le proprietà della proporzione armonica 

(ii“ 108). 

GB : OC ; OP: OA. Ma queste rette , in virtii delle parallele, 
sono proporzionali alle rette BR, CQ. CK. AV, dunque sarà 
BR-.CQWCE.AF, 

e per conseguenza il rettangolo delle tangenti verticali AE , BR è 
uguale al rettangolo di CQ in CE, ovvero ( u“ 6i7 ) al quadralo di 
CD. 11 che si doveva dimostrare. 

65'2. Scolio. Si potrà qui dimostrare, come si è fatto per l'ellisse 
(n“ 4 12) che 

Nell iperbole , il rettangolo delle tangenti verticali ,\V , BR 
( lig. I3G ) è un massimo. 

Proposizione LXXXI. 

f>53. Nelliperbole. il rettangolo RMV delle parti della tangente 
laterale MR comprese fra il contatto M e fé tangenti verticali 
AV, BR tirate dai vertici di qualunque diametro AB, è uguale al 
quadrato del semidiametro CN conjitgato a quello, che passa pel 
contatto ( fìg. l.'ló ). 

Dim. Si vegga la dimostrazione fatta per rdlìssc ( n" 543 ). 

Proposizione LXXXII. 

6b4 Poste le rose della proposizione precedente il rettangolo 
QMO delle parti della tangente laterale MR, comprese fra il con- 
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tatto ed i semidiametri conjujati CD, CA, c uyuale al quadrata di 
CN(fic 135). 

Dim. I triangoli simili AVO, .0(^0 danno VQ: AC\ \ OQi OC. 
Ma OQ : OC ; : Q/f : CB , dunque sarà VQ, = Q/f. Or essendo 
armonici i punii M, V, 0, R { n“ 6 i4 ), ed essendo la distanza VR 
de’duc punti conjugali Ve R divisa in due parli eguali nel punto Q, 
sarà per le proprietà della proporzione armonica ( n“ 108 ) 

AJV: MO : : A1Q-. MR, 

e però il rettangolo QMO sarà eguale al rettangolo RMV , ossia al 
quadrato di CDt per la proposizione preeedentc. 11 che si doveva di- 
nioslrare. 

Proposizione LXXXIII- 

655. Nell’ iperòole, te per le estremità di una corda si conduca- 
no le tangenti, esse vanno a riunirsi in un punto del diametro, che 
divide la corda in due parti eguali ( fig. 137 ). 

Dim. Si vegga la dimostrazione falla per rdlisse ( n° 445 ). La 
fio. 92 si potrà considerare come se fosse un ramo deU’ipcrbolc 
”bSC. Corollario. Si deduce da questo teorema, come nellclllissc 
( n“ 446 ) che 

Nell iperbole, la retta che congiunge l'incontro di due tangenti 
evi punto di mezzo della corda di contatto, è diametro della curva. 

Proposizione LXXXIV, 

657. Poste le cose della proposizione precedente, se si conduca 
una retta QL parallela alla corda di contatto MN, le parti QF, 
ilL di essa retta, comprese fra la curva e le tangenti OQ, OL, sa- 
ranno eguali fra loro { fig. 13? ). 

Dim. Si vegga la dimostrazioue fatta per rdlisse ( n® 447 ). La 
figura 92 si potrà considerare come se fosse un ramo dell’ iperbole. 

Proposizione LXXXV. 

658. Se da un punto 0 si conducano all'iperbole le tangenti OM, 
ON, ed una segante 01', f/uesta sarà divisa armonicamente da esso 
punto, dalla curva, e dalla corda di contatto MN ( lig. 137 ). 

Dim. Si vegga la dimostrazione fatta per l’ellisse ( n“ 448 ). La 
figura 92 si potrà considerare come se fosse un ramò dell’iperbole. 

Proposizione LXXXVI. 

6, IO. Il rettangolo delle due ìiormali MN, Mft a gualsiroglia 
punto deW iperbole, terminate ai due assi AB, CD, c uguale al gua- 


Digitizcd by Google 



CONICHE 


2i3 

dralo del senùJiamelro UE coujugato a quello, che passa per lo 
stciso pania M ( Cg. IS8 ). 

Dim. Si vegga la diidMtrazione falla per rdlisae ( u" 449 ) • 

PuoPosmoNE LXXXVII. 

G60. Il rettangolo contenuto dalla normale MN, o MR, termi- 
minata ad uno degli assi detPiperbole, e dalla normale MK termi- 
nata al diametro UE parallelo alla Ungente MT, è uguale al qua- 
drato del semiasse non trasterso OC, o det semiasse trasverso UA 
( Cg- 138 ). 

IJlm. Si vegga la dimostrazione falla per l’ellisse ( n° 450 ). 

661. Corollario. Si deduce da questo teorema che lo normali MN, 
MR sono proporzionali ai quadrali de'semiassi OC ed OA. 

Pboposizione LXXXVIII. 

662. Nell iperbole, la tunnormale sta all’ascissa dal centro in 
uno degli assi come il quadrato dell altro asse al quadralo del pri- 
mo ( fìg. 1 38 ). 

Dim. Infatti se si consideri la sunnonnalc P^siiirnssc trasverso 
si ha PN : PO\\MN: MR.yie pel corollario preccJeiilo sta MNi 
MR : : OC’: 07i’, dunnuc P!V: PO: [ OC’: OA’. 

Se poi si consideri la siiniiormale RQ sull'asse non trasverso si a- 
vrà RQ: QO:\RM: MN ::oX’:(X:^. Il che si doveva dimostrare. 

Wi8. Scolio. Nel n" 513 considerammo la sunnormalc solamente 
nell'asse trasverso, qui si trova considerata rispetto ad anibiduo 
gli assi. 

PnoposizioNE LXXXIX. 

60^. Nell iperbole, il rettangolo de'raggi vettori tilP, JAF' tirati 
allestremo M di un semidiametro OMl, é uguale al quadrato del 
Semidiametro OE coniugato ad 031 ( iig. 139 ). 

Dim. T>a dimosirazionc di questo teorema è quella stessi, che si 
trova falla per l’ellisse ( u" 451 ): solamente si dovranno aver pre- 
senti le cose dimostrale per l'iperbole ( u“ 495 a 497 ). 

Proposizione XG. 

C6S. Nell iperbole, il quadrato di un diametro qualunque CD è 
u'juole al rettangolo comenulo dallasse trasverso AH e dalla cor- 
da MN condotta pi i fuoco F parallelammte ad esso diametro 

{ Iig- 

Dim. Si vegga la dimostrazione fatta per rellissc ( n" 4S2 ), so- 
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lamente si dovranno aver presenti le costf dimostrale per l'iperbole 
( n" 497 ). 

PnoposizioNE XGI. 

666. Nell ineriate, la differenza di due corde condotte per un 
fuoco, o per i due fuochi, parallelamente a due diametri conju- 
goti, è sempre costante ( fig. 140 ). 

Dim. La diraostrar.ione è quella stessa, che è stata falla per l’el- 
lisse ( n° 453 ); solamente in vece della somma si deve considerare 
la differenza delle corde, e quelle de’diameiri conjugali. Quando 
l’ass«! secondario CWsi suppone maggiore del primario AB, allora 
la dilTcrenza delle due corde sarà cenale al parametro di AB dimi- 
nuito dello stesso asse AB. Il contrario avrà luogo quando sarà CD 
minore di AB. 


PuOPOBIZlO.VE \CII. 

667. Il rettanqolo delle perpendicolari FL. F'R abbassate dai 
fuochi F r. F' dell'iperbole sopra una tangente gualunque MLR, • 
uguale al quadrato del semiasse non trasterso ( Gg. 141 ). 

Dim. Sopra l'asse trasverso AB come diametro si descriva un 
cerchio, il quale ( n° 498 ) passerà per i piedi R, e L delle perpen- 
dicolari FL, F'R, le quali incontrano di nuovo la circonierenza 
ne’ punti D ed E. 

Essendo retti gli angoli in R, ed in £, ciascuno di questi sarà 
iscritto in un semicerchio, e però le rette DL, RE sono diametri 
del cerchio. Quindi sono eguali i due triangoli rettangoli DHL, 
ELR, e per conseguenza sarà RD^LE. Or essendo CF=CF, 
RC=:EC, e l'angolo FCE—RCF', sarà il triangolo FCE uguale al 
triangolo CRF', onde risulta FEe^RF. Quindi il rettangolo d\ FE 
in FL è uguale al rettangolo delle due perpendicolari FL, F'R. 
Ma per le proprietà del cerchio il rettangolo di FE in FL è uguale 
al rettangolo FA in FB, ossia al quadrato del semiasse non tra- 
verso (n® 473 ), dunque il rettangolo delle due perpendicolari F'R, 
c FL è uguale al quadrato del semiasse non trasverso. 11 che si do- 
veva dimostrare. 

CAPITOLO XIV. 

Risoluzione di alcuni problemi. 

G68. Analogamente a ciò che abbiam fatto per Tcllisse (n® 456), 
applicheremo le teoriche contenute nel capitolo pret edente alla ri- 
soluzione di alcuni problemi, supponendo quasi sempre che l'iperbo- 
lo non sia descritta, ma che siano datigli assi,o i diametri conju- 
guli come determinanti della curva. 
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Proposizione XCIIF. 

€C9. Un diamtlro ^ualuntpte dell' iperbole essendo dato, trova- 
re il suo conjngato ( iig. 126. ) 

Sol. Si vegga la soluzione di questo problema falla per l’ellisse 

( ). 

670. Scolio, Nell'applicare la soluzione accennala aH’ìperbole si 
tenga prcscnlc che ogni diamelro non trasverso è diametro irasver* 
so dell iperbole conjugata. Si deve inoltre richiamare alla memoria 
il teorema dimostrato ( n° 605 ). 

PnoPosizio.NK XCIV. 

G7 1 . Essendo doli gli assi di uniperbede, e l'angolo che due dia- 
metri cotijngali fatino Ira loro, determinare questi diameli i di silo 
e di grandezza ( lig. 14‘i ). 

Sol. Sia AB il iniiiorc de'diie assi dell’iperbole, e CD la metà del 
maggiore. Si descriva sopra AB un arco di cerchio capace deH’aB- 
golo dato: ai traila di trovare un punto ^d’intersezione di quest'ar- 
co coll’iperbole. Supposto trovalo il punto àt si compia il cerchio, 
il cui centi» Otark situalo sopra CD, Dal punto JU si tirino le cor- 
sie MB, MN, l'una perpendicolare ad AB, l’altra a CD, e dal punto 
O si abbassi sopra la corda MR la perpendicolare OG, 

Kssendo per ipotesi il punto HI suiriperbole, sarà il quadrato del- 
l’ordinala MPa\ reltangolo di AP 'm PB eo\oe il semiparametro di 
AB. che faremo eguale a BK, al semidiametro CB. Ma per le pro- 
prietà del cerchio il rettangolo di AP in PB è uguale al rettangolo 
di PR in PM, diinque sarà 

MP’: MPXJPB :: BK-. CB, 

ovvero 

HIP: PR : : BK. CB. 

Or essendo 3IP=EC=zOC-\-OE 
e PR=PG-^BG=OC—OE, s’avrà 

OC-\-OE-, 0C-0E : :BK-. CB. 

Ma in ogni proporzione la sonuiia de'due primi termini sta alla loro 
diirercDz<'i, come la somma de'due secondi alla loro diiferenza dun- 
que si concliiudu che 

OC: OE-. : BK\-CB-. BK—CB, 

e per comscguenza la OE sarà data. Quindi se dal punto E si tiri 
uua retta parallela ad AB, s'avrà il punto M richiesto. Trovato il 
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f iunlo M si tireranno le corde supplemenlaric MA, MB, e le parat- 
ele a queste corde tirate dal centro C daranno le direzioni de’dia- 
metri conjugati richiesti, di cui le lunghezze si potranno poi deter- 
minare per mezzo del problema precedente. 11 che si doveva fare. 

67'2. Scolio. Nella discussione di questo problema bisogna richia- 
mare le cose dette ( n“ 615 ). 

Se gli assi dati come determinanti della curva sono eguali fra 
loro, l’iperbole sarà equilatera. In tal caso s’avrà MP=PH, vale a 
dire i due punti d’intersezione M e R s\ riuniscono in un solo, e l’or- 
dinata MP è tangente al cerchio. Quindi il punto .^si confonde col 
centro 0 del cerchio, e la soluzione dei problema diviene facilissima. 

Proposizione XCV. 

G73. Essendo dati di grandezza e disilo due diametri conjugati 
di va' iperóole, determinare la grandezza e la direzione degli assi. 

Col. Questo problema è stato già risoluto ( n“ 615 ), ove si è po- 
tuta vedere che la soluzione si applica anche quando l’iperbole non 
è descritta. 

Proposizione XCVI. 

674. Condurre la tangente all'iperbole in un punto dato sulla 
curva ( fig. 135 e 136 ). 

Sol. Si veggano le due soluzioni di questo problema, che sono 
state fatte per 1 ellisse ( n“ 560 a 462 ). 

675. Scolio. Se fossero dati gli assintoti CK, CH ( fig. 1 19 ). ed 
un punto M dell ipcrbole, allora si condurrà MP parallela a CH\ 
poi sia farà PT=-PC, c si congiungerà il punto M col punto T per 
mezzo della retta MT, che sarà la tangente richiesta ( n° 552). 

Proposizione XGVIl. 

676, Per un punto dato fuori [iperbole condurre una tangente 
alla curva. 

Sol. Possono accadere Ire casi, vale a dire può il punto dato tro- 
varsi sopra uno degli assintoti, o dentro l’angolo assintotico, o fuori. 

1“ Caso. Sia T (fig 119 ) il punto dato sopra l’assintoto CR. Si 
divida CT in due parti eguali nel punto P, c da questo punto si con- 
duca PM parallela all'altro assintoto CII, che incontri la curva in 
un, punto M. Si tiri MT, questa sarà la tangente richiesta (n“ 552). 

E manifesto die in questo caso vi sarà una sola tangente. Vero è 
che la 7’K si potrebbe considerare come un’altra tangente, il cui 
punto di contatto trovasi all inlìnito ( n° 527 ). 

2“ Caso. Supponiamo ora che il punto dato T ( fig. 143 ) si Irò- 
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YÌ dentro l'angolo asaintolìco, vale a dire Sopra un dieioelro fràverso 
Si trovi una terza proporyiouale OP in ordine alle rette OT, 
OB^ indi si conduca ad AB l'ordinata PM, vale a dire una parallela 
alla retta che tocca la cur(a nel punto B, la retta MT sara la tan- 
gente richiesta ( n” 646). E manifesto che si avrà una seconda tan- 
gente con unire il punto T con l'estremo della corda . eh è il doppio 
deH’ordinata MP. 

3” Cato. Supponiamo infine che il punto àalo E { fi". 143 ) si 
trovi fuori l’angolo assintotico, vale a dire sopra un diametr.; non 
trasverso CU y la cui direzione si ottiene cou unire il punto E 
col centro O della curva. Si tiri una corda SR parallela ad OE, 
indi si congiunga il punto di mezzo di questa corda col centro O 
della curva, s’avrà il diametro trasverso AB conjugato a CU Dal 
punto E si conduca EM parallela ad AB. e dal puuiu M si tiri la 
tangente ET, che incontri la EO nel punto Q. Da questo punto si 
conduca la corda A'/V' parallela ad AH, le rette Ei\, El\' saranno 
le tangenti richieste. 

Infatti, essendo per costruzione MQ tangente alla curva, sarà il 
semidiametro OC medio proporzionale fra OE ed 0(J ( 0*647 ), e 
per conseguenza sarà E/\, o EA' tangente all’iperbole. Il che si 
doveva fare. 

677. Scolio I. È manifesto che in questa soluzione non è neces- 
sario di conoscere la lunghezza del diametro non trasverso CU. 

678. Scolio ‘2. La solutione precedei le suppone che l’iperbole 
sia descritta. Or se la curva non fosse descritta, e fossero dati come 
determinanti di essa due diametri conjugati, allora se il punto dato 
cade dentro, o fuori l’angolo assintotico, si potrà tirare la tangente 
con applicare all iperbole la soluzione, che à stata fat.a per 1 ellisse 
( n“ 463 ). 


Proposiziome XCVm. 

679. Condurre ad un'tperMe non detrriUa una tangente paral- 
tela ad una retta data di sito ( fig. 126 ). 

Sot. Siano CBy CD due semidiametri conjugati dati come deter- 
minanti dell iperbole. Si conduca BR parallela alla retta data, e si 
prenda CE terza proporzionale in ordine alle rette CR, e CU. Si 
congiunga il punto A col punto E, e si prolunghino le rette AE, 
RB finché s’incontrino in un punto Al: questo sarà un punto deU’i- 
perbole ( n* 603 ), e però le rene .BA Adii saranno due corda sup- 
plemeniarie. Se dunque si conducano dal centro C della curva le 
ret e CLy CI/, parallele a queste corde, s'avranno le direzioni di due 
semidiametri conjugati, le lunghezze de’quali si determineranno poi 
nel modo indicalo ( n° 669 ). tjuindi se dall estremo L del semidia- 
metro CL SI conduca parallelaiiiente a B.tl una retta, questa sarà la 
Ungente richiesta, li che si doveva fare. 

28 
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680. SeoHo. Per U di*«iitione di «juesto problema bisogna rìchia* 
mare le cose dette ( n* 620 ). 

Proposiziome XCIX. 

681. Trovare i ponti JNnterieiùone duna retta, e (Ttma iper- 
Me non deterUta- 

Sol. Si a^chi all’iperbole la soluiione di questo problema, che 
è sUta bua per relliste ( n* 465 ). 
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682. Espoite le proprietà deH'ellisse e deH'iperbole io porticolere 
ne'due libri precedenti rimane ora a parlare della parabola, la quala 
eisendo il limite o deirellisw, o dell'iperbole ( n" 275 ) deve avere 
proprietà correlative a quelle delle due curve accennate, ma assai 
più semplici, ed in minor numero, come si vedrà in questo libro. 

CAPITOLO I. 

Della parabola riferita alFatte. 

683. Prendendo l'asse Ex ( fig. 49 ) della parabola come asse 
delle ascisse, ed il vertice E come origine delle coordinale, la retta 
che tocca la curva in questo punto sarà l’asse deli’ordinate. Le per- 
pendicolari CF, All\ ecc.. abbassate sopra l'asse Ex dai punti C, 
M, ecc.. della curva saranno le ordinate di questi punti, e le ascis- 
se corrispondenti verranno rappresentate dalle distarne EP, EP, 
ecc .. del vertice E ai piedi F, P, ecc.. delle ordinate medesime. 

Pboposiziore I. 

684. Nella parabola, il quadrato di un' ordinata MI* aìtaue 
Ex è uguale al rettangolo contenuto dalla corriepondente ateista 
EP, e dal quadruplo della distanza EF del vertice al fuoco (6g. 49j. 

Dim. Sia NL la direttrice, Fil fuoco, ed A'’ il piede della direi* 
trioe medesima, da cui si conducano le tangenti laterali NC, N/J, 
le quali incontrano la tangente verticale Jtì ne’punti de d. Si pro- 
lunghi l'ordinata AlP finché incontri le tangenti laterali ne’punti Q, 
e 0 ’. indi si tiri il raggio vettore FAI, e la retta BO parallela all'asse 
Ex. Finalmente, si conduca la retta BF, lu quale «ara parallela a 
NC ( II” 237 ), e |ier conseguenza sarà l'aflgulu A'/ 'i> eguale ali’an* 
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golo FBG. Ma 1 angolo EFB è meuo retto ( n* 237 ). dunque an* 
«ora l'angolo FBti sarà eguale alla metà di un retto. Da ciò conse- 
gue che i triangoli rettangoli EBF, FPS, SBG , e BGq sono si- 
mili. Quindi essendo isoscele il triangolo EBF, lo saranno pure gli 
altri tre, e però sarà BG~GS=Gq , e sarà FP—PS. 

Ma BG=EP, dunque la retti è doppia deirascissa EP Da 
un’altra parie, essendo PQ=:P^, la retta Sy è la somma delle due 
rette /’y, e PS. e la retta SQ r la lori) differenza, per conseguenza 
sarà il rettangolo di Sy in SQ eguale al quadrato di Pq, o di PQ, 
meno il quadrato di PS. Dunque il r ttangolo di Sa in SQ coll ag- 
giunta del quadrato di PS è uguale al quadrato di PQ, OTiero al qua- 
drato del raggio vettore F.V( n® 281 ). Or il quadrato deH’ipaie- 
nusa FM è uguale ai quadrati de’cateti FP, P.Ù, ovyero PS, P.lf, 
perchè FP=PS, per conseguenza sarà il rettangolo di Sq in SQ 
« oH aggiunla del quadrato di K eguale ai quadrati di i’S e di PAI, 
e tolto il comune quadrato di PS. risulterà il rettangolo di Sq in 
SQ eguale al quadrato dell ordinata MP. 

Ma per le cose più sopra dimostrate si ha Sq=ÌEP, ed è poi in 
virtù delle parallele BS, NC,let SQ eguale ad JB, ovvéro al doppio 
della distanza focale EF ( n® 2.37 ), dunque sarà il rettangolo di 
Sy in SQ eguale al quadruplo rettangolo contenuto dall’ascissa EP 
e dulia distanza focale EF, e per conseguenza il quadrato dell'or - 
«linata zu/* sarà eguale a questo stesso rettangolo. 11 che si doveva 
dimostrare. 

G8.^. Coi ollario 1. Essendo nella parabola la distanza focale EF 
una quantità costante, ne consegue che in questa curvala ter ‘a pru- 
0 porzionale in ordine aU’asoissa EP, ed all’ ordinata corrispondente 
JJP è una quantità costante. Si è dato a questa terza proporzionala 
il nome di parametro per le ragioni esposto ( ii® 1 

6-6. Corollariii 2 Dalle cose precedetti ti deduce 

I®. Nelia’ parabola, il quadrato di vnordinutu qualunquo alf at- 
te è uguale al tetiaugolo dell attissa nel p.fumelro 

2°, 1 quadrati delle ordinate alCusse slatino fra toro come le a- 
teiese corrispondenti. 

687. Corollario 3 Si deduce ancora che J.i dis'anza focale EF. 
o la distanza EN del vertice dcU’assc alla direttrice NL, è uguale 
alla quarta parte d<d parametro ; e che la corda CD condotta pel 
fuoco p< rpeudicolarmente all’asse Ex è uguale al parametro, perchè 
CF è uguale al doppio di EF ( n° 237 ). 

Proposizione li. 

688. Essendo dato il parametro , descrivere la parabola per 
punti ( fig. 144 J. 

Sol. Sul prolungamento dell'asse Ex si prenda una parte EK e- 
guale al parametro dato, indi suH’assc medesimo si prenda un’ascis- 
sa qualunque EP, e sopra AP come diametro si descriva un semi- 
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cerchio che taglia in B l’aise delle ordinate. Dal punto P s’innalai 
aulTasse una perpendicolare, e dai punto B ù conduca una parallela 
allo stesso asse, che iocontri la perpendicolare accennata nel punto 
M: sarà questo un punto della curva. Infatti, per le proprietà del 
cerchio la BE è media proporzionale fra KE ed EP. Ma BE=iMP., 
dunque il quadrato di MP è uguale al rettangolo dell'ascissa nel 
parametro; e però il punto df è un punto della parabola. Il che si 
doveva fare. 

Proposizioive III. 

689. Nella parabola, *e $i conduca la retta CDparalltta alPat- 
ee Az, inconlrerd la curva in un eoi punto E ( fig. 145 ). 

Dim. Che CD incontri la curva è manifesto, perocché la distanza 
BD delle parallele AB, CD é linita, mentre la parabola si estenda 
all'infinito, e quindi si può coudurre all'asse ..dx l’ordinata .ffif mag- 
giore di quella distanza. Incontri dunque CD la curva in E, e si 
conduca aliasse l'ordinata ER. A partire dal punto Avverso Jf qual- 
sivoglia ordinala, come BIB, è sempre maggiore di ER, perchè la 
ordinale della parabola stanno come le radici quadrate delle ascisse 
( n° 686 ), per conseguenza la CD non può incontrare la curva che 
nel solo punto E. 11 che si doveva dimostrare. 

Proposizione IV. 

690 Se una lìnea retta CD inter tega la parabola in due punti, 
e non incontra fatte dentro la curva, prolungata etta retta incoia- 
trerà fatte medetimo fuori la curva ( iìg. 146 J. 

Dim Si conducano all'asse Ax le ordinate DB, e RGx queste sono 
disuguali, e DB è la minore, per conseguenza la retta RU ào\tk in- 
contrare l’asse Ax fuori la curva. 11 che si doveva dimostrare. 

Proposizione V. 

69 1 . Ogni tangente CD della parabola incontra V atte (Gg. 146). 

Dtm. Si prenda sulla curva un punto R, e si congiunga col punto 
D di contatto. Per la proposizione precedente la retta RD incontre- 
rà l’asse in un punto K fuori la curva, e per conseguenza la tan- 
gente prolungata dovrà incontrare l’asse medesimo. Infatti, per 
la natura «Iella linea retta il prolungamento di CD deve cadere den- 
tro l’angolo KDB. W che si doveva dimostrare. 

Proposizione VI. 

692. Se una retta CD incontra f atte Ax della parabola, prO' 
lungata ineontrerà la curva dalfuna e dall altra parte ( fig. 147 ). 
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Dim. Sia JE parallela alle ordinate all'aue, ossia tangente da 
cnrra. Se CD è parallela ad j^E, è manifesto che dovrà incontrare 
la curva dall’una e daU’aitra parte. Se non lo è, prolungata incon> 
trerà yfE in un punto E, e però incontrerà prima la curva in un 
punto G. Da questo punto si conduca l’ordinata GÈ, e si faccia ^E: 
AD ; I AD: AB, Sarà dividendo 

AD—AR: AD: '.AB— AD: AB, 

ovvero 

HD. AD: : DB: AB, o pure 
Rif: Àfi? 

Ciò premesso, si tiri .ffC parallela a GR, che inconlrerà la DC in 
un punto C: i triangoli GRD, e ZUfC saranno simili, onde s'avrà 

OR': Rc* : : rb\ db‘ : : ad*-. Jb‘. 

ifta per la proprietà della proporsione continua 
AR: AD ; : AD: AB, si ha 
AR: AB ; : àlf: aB’, dunque infine risulterà 
GJR’: ^::AR: AB, e 

per conseguenza il punto C sarà un punto della parabola. Il che si 
doveva dimostrare. 

693. Seolio. Questa proposizione sembra evidente a prima vista, 
ma si vede la necessità di dimostrarla quando si suppone che la DC 
faccia un angolo molto acuto con l’asse Ax, perché allora sembra 
che la retta accennala possa cader tutta nello spazio parabolico sen- 
za incontrare la curva. 


CAPITOLO II. 


Del fuoco, e della direttrice della parabola. 

694- Parlando delle sezioni coniche io generale venne dimostrato 
( n” 225 ) che ogni punto della parabola è ugualmente distante dal 
fuoco e dalla direttrice. In segmto si è veduto ( n° 687 ) che la di> 
stanza del vertice dell’asse della curva al fuoco, o alla direttrice, 
è uguale alla quarta parte del parametro. Su questi principi s'ap- 
poggiano le cose che andiamo ad esporre in questo capitolo. 

Pboposiziohe vii. 

695. Estendo dato t asse della parabola, trovare il parametro, 
il fuoco, e la direttrice ( fig. 148 ). 
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Sol. Da an punto qualunque 3f della curra ti conduca un'ordi* 
nata IIP aU'asse .Jxi indi si trovi in ordine all’ateista JP, ed all’or- 
dinaia JUP una terza proporzionale: questa sarà il parametro richie- 
ste ( u” 685 ). Per avere il fuoco si prenda la quarta parte del para- 
metro, e si porti sull’asse a partire dal vertice s’avrà il punto F, 
che sarà il fuoco. Finalmente, se la quarta parte del parametro si 
porti sull’asse prolungalo dalla parte del vertice À , a partire da 
questo stesso vertice, s'avrà il punto JV, che sarà il piede della di- 
rettrice, e però la perpendicolare NL all’asse sarà la direttrice richie- 
sta. Il che si doveva fare. 

Proposizione Vili. 

é9fi. IVolla parabola, il minimo fra-tutti raggi vettori è quello , 
ehe termina al vertice dellatse. I rimanenti agno tanto piu gran- 
eli, guanto più a' allontano dallo ateaso vertice ( fig. 49 ). 

Dim Si vegga la dimostrazione fatta per l’ellisse ( n" 313 ). 
Proposizione IX. 


697. Nella parabola, ogni raggio vettore i uguale altuaeiaaa 
coll'aggiunta della quarta parte del parametro ( ng. 148 ). 

Din. Sia MF un raggio vettore della parabola , AP l'ascissa del 
punto M, cd NL la direttrice. Dal punto M si conduca la perpen- 
dicolare iìtQ sulla direttrice, sarà MF—IUQ per la proprietà fon- 
damentale della parabola ( n" 225 ). Ma la retta è uguale alla 
retta NP, ovvero alla somma delle due rette AP, dN, delle quali 
1 una è l’ascissa, c .feltra è uguale alla quarta parte del parametro 
( n” 687 ), dunque il raggio vettore lUF è uguale all’ ascissa piu la 
quarta parte dei parametro, il che si doveva dimostrare. 

Proposizione X. 

698. Se un punto è aituatofuori, o dentro la parabola, la sua di- 
stanza al fuoco aarà maggiore nel primo caso, e minore nel se- 
condo della sua distanza alla direttrice ( fig. 148 ). 

Dim. Sia D un punto situato fuori la parabola. Si conduca la retta 
DQ perpendicolare alla direttrice NL, e si prolunghi finché incontri 
la curva in un punto M. Nel triangolo DMF la somma de’due lati 
DF , DM è maggiore del terzo lato MF, ovvero ^ è maggiore della 
retta MQ, o pure delle rette MD, e DQ. Se dunque si tolga la co- 
mune retta DM, resterà DF maggiore di DQ. 

In secondo luogo, sia il punto zi' situato dentro la parabola. Si 
tiri IPF, Oliai punto D'ai conduca Z/Q perpendicolare alta diret- 
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tricv, cha incontri la curva nel punto ed infine si congiunta if 
punto fi col punto F. Nel triangolo l/MF, il lato OF è minore 
della somma degli altri due lati Miy, e MF\ ma MFss=ifQ, dunque 
i/F è minore di JfJ/ più JUQ, ossia di i/Q. Il che si doveva dimo* 
strare. 

PaoPOSiziORB XI. 

699. Essendo dato il fuoco, e la direttrice, descritere la para^ 
éola per punti ( fig 148 

Sol. Questo problema è stato gii risoluto ( n° 237 ). Nondimeno 
'daremo qui un’altra soluzione, in cui non si fa uso della conside* 
razione della tangente. 

Sia F il fuoco, NL la direttrice, ed ^ il vertice dell'asse ^x. Si 
faccia centro nel punto F, e con un raggio FU ad arbitrio si de- 
scriva un cerchio; indi si prenda NP^=FM, e si conduca pel punto 
f* parsile amente alla direttrice NL una retta PU, la quale incontri 
il cerchio accennato in un punto M. Questo sarà un punto della 
curva richiesta, dappoiché è manifesto che se si conduca alla diret- 
trice la perpendicolare MQ, questa sarà eguale a Nl\ e per conse- 
guenza a FAI. 11 che si doveva fare. ^ 

PaoPosmONE XII.» 

700. Essendo dato il fuoco, e la direttrice, descritere la para^ 
éola con moto continuo ( fig. I48 ). 

Sol. Sulla direttrice NL si adatti una riga, e secondo la direzio- 
ne di questa si faccia muovere una squadra, di cui QR rappresenta 
un lato ; indi si prenda un filo lungo quanto QR, e si attacchi un 
estremo di questo lilo al fuoco F, e 1 altro estremo al punto R. Ciò 
fatto, per mezzo di uno stiletto si estenda il filo e si applichi lungo 
il lato QR della squadra. E manifesto che quando la squadra si muo- 
verà lungo la direttrice, la punta dello stiletto descriverà una por- 
zione della parabola. 11 che si doveva fare. 

701. Scolio. Su questo modo di descrivere la parabola bisógna 
richiamare in questo luogo le cosà dette intorno alia descrizione 
delleilisse ( n* 318 ). 


CAPITOLO III. 

Delia tangente e della normale della parabola. 

702. Le definizioni della sottangente, della normale, e della sot- 
tangente per la parabola sono quelle stesse, che sono stata date 
per l elliise e per Tiperbole. 
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I’howsiziowk XIII. 

705. Se da un punto M della parabola si conduca il ragt/io vet- 
tore MF, « la perpendicolare MQ alla direttrice NL, la retta MT 
che divide in due parti eguali l'angolo Q^IF, sarà tangente alla 
curva ( fig. 149 ). 

Dim. Si congiunga il punto Q col punio F e tla un punto «lua- 
lunque G della retta TM si tirino le rette GF, G(/, e la perpcudi* 
colare CO alla direttrice. 

Essendo isoscele il triangolo QMF, ed essendo per ipotesi ran- 
gole sarà A’ perpendicolare a QF, e QEs=EF. 

Quindi le rette GF, C(^ saranno eguali come oblique equidistanti 
dalla perpendicolare GF. Ma la obliqua GQ, o GF, è maggiore 
della distanza GO dello stesso punto alla direttrice , per conse- 
guenza il punto G si trova fuori la parabola, ( n° 098 ), e la UT è 
tangente alla curva. 11 che si doveva dimostrare. 

704. Scolio I. La inversa di questa proposizione è manifesta, 
perchè una sola tangente si può condurre ni un punto di una lezio- 
ne conica ( n® 251 ). E poiché l'angolo Q.UT é uguale all angolo 
alterno AfTF, o all angolo verticale GIUS, cosi si concliiude che 
nella parabola. 

1". La tangente fa angoli eguali colf aste e col raggio vettore 
tirato al punto di contatto. 

2”. La tangente Ja angoli eguali col raggio vetture e colla pa- 
rallela all atte tirala dal punto di contatto. 

Era facile prevedere questi due risaltati. Infatti, essendo la pa- 
rabola il limite o dell iperbole, o deH’ellisse, il primo leoremji corri- 
sponde al teorema analogo dimostrato per 1’ iperbole ( n' ‘ 495 ). 
cd il secondo al teorema analogo dimostrato per 1 ellisse (n* 327 ). 

705. Scolio 2. Dalle cose precedenti, e tenendo presente ciò che 

abbiam detto per l'ellisse ( n“ 330 ), si deduce che se un raggio lu- 
minoso, calorifico, o sonoro, parte dal fuoco di una parabola, in- 
contrando la curva si rifletterà parallelamente aliasse, e reciproca- 
mente tutti i raggi luminosi, calorifici, o sonori, che incontrano la 
curva in una direzione parallela all'asse, riflettendosi andranno a 
passare pel fuoco. .• 


PllOl’OSlZlONE XIV. 

706. Se dal fuoco della parabola si abbassino delle perpendico-^ 
lari tulle tangenti alla curva, i piedi di gueste perpendicolari 
avranno per luogo geometrico la tangente al vertice dell asse 
(lig. 149). 

Ditn. Nel triangolo QlVFsi ha QE=s.EF { n”70S ), cNchttÀF 
t II” 225 ), per consegnenrji la tangente verticale jdg deve pasaàie 
pel punto E. Quindi it piede il.' della perpendicolare FE. 

29 ■ 


Digitized by Google 



SEMONI 


ai5 

«al fooee suHa taagenle MT troTaii allogate sopra Jy. TI che ai 
rforera dimostrare. 


Proposuionc XV. 

707. Nella parabola, la tottaayenle è doppia deltaseùsa del 
punto di contatto ( iìg. H9 ). 

Ditn. Essendo MQ=MF, e MF=FT{ n®704 ), sarà eguale 
A parallela a FT, e per consegoensa la figura QMFT è una losan- 
ga, le cui diagonali QF, e MT si tagliano scambievolmente in parti 
eguali ed ad angoli retti nel punto E. Or nel triangolo MTP la 
retta AE, ossia la tangente \ erticele, è parallela al Lilo MP, ch'è 
l’ordinata del punto di contatto, e però si ha 

TE -. EM\: TÀ -. AP. 

Ma TE’ss-EM, dunque TA'ssAP, ovvero la sottangente PT è 
doppia dell'ascissa AP del punto di contatto. Il che si doveva dimo- 
strare. 

708. Scolio. La reciproca di questa proposisìone è manifesta. 

Proposizione XVI. 

709. Per un punto dato sulla parabola condurre una tangente 
alla curva ( fig. 149 ). 

Sol. Sia .^il punto dato. Si conduca da questo la perpendicolare 
TUP all’asse Ax, si prenda AT—dP, e si congiunga il punto T col 
punto M, la retta MT sarà la tangente richiesta ( n* 7U8 ). 

Altra soluzione. 

710. Dal punto dato AiT si conduca il raggio vettore 3tF e si 

f renda FT=FM, la retta MT sarà la tangente richiesta ( n® 704 ). 

1 che si doveva fare, , 

711. Scotio. Avrebbe potuto ancora ottenersi la tangente con 
abbassare dal punto M la perpendicolare MQ alla direttrice, e con 
dividere in due parti eguali l’angolo FMQ ( n° 703 ), ma le due so- 
lusioni precedenti sono assai più semplici. 

Proposizione XVII. 

\ ♦ 

712. Per un punto dato fuori la parabola condurre una tan- 
gente alla curva ( fig. 150 ). 

Sol. Sia 7’ il punto dato. Si faccia centro in T, e col rauio TF 
8Ì descriva un cerchio, il quale incontrerà la direttrice NLin due 
pnoU & e lo&tti essendo il punto T fuori la parabola, la sua 
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dùUnza alla direttrice dev’ esser minore delll sua distansa al fuoco, 
e però la retta TF è maggiore della perpendicolare abbassata dal 
punto T sulla direttrice- Dal punto K si conduca uoa retta Aif pa- 
rallela all'asse, la quale incontri la curva in un punto M. La retta 
JUTiàti la tangente richiesta. 

Perocché, se si tirino le rette TK, KF, e MF, i due triangoli 
KMF. e KTF saranno isosceli ainbidue, onde la retta TM che u- 
nisce i loro vertici deve passare pel punto di messo E delia base 
comune KF, per le proprietà del triangolo isoscele , e per conse- 
guensa sarà tangente alla parabola (n°703). 11 che si doveva fare. 

713. Scolio. E facile il vedere che vi sarà un' altra tangente 
nel punto SI'. 

PaoPOSizioKE XVIIl. 

714. La ttormale in un pua/o della parabola divide in due parti 
eguali t angolo che il raggio rettore tirato a juel punto fa con la 
parallela aWatse condotta dal medetiitio punto ( bg. 151 ). 

Dim. Sia MS la normale in un punto M della parabola. Si tirino 
la tangente TU, il raggio vettore MF, e la retta MR jMrallela al- 
l'asse Jx della curva. Essendo retti gli angoli SMÈ, SMT, ed 
essendo eguali gli angoli EMR, FMT ( n^^TUd ), se dai due primi 
ti tolgono i due secondi, resterà I angolo SMR eguale all'angola 
SMF. 11 che ti doveva dimostrare. 

Phoposizione XIX 

715. Nella parabola, la tunnormale è tempre cattante ed eguale 
alla metà del parametro ( fig. 151 ). 

Dim 11 quadrato deirordinata MP all'asse Jx è ugnale al ret- 
tangolo dell’ascissa ÀPbcI parametro, ovvero è uguale al rettangolo 
della sottangeote PT nella metà del parametro. Ma per le proprietà 
del triangolo rettangolo MTS, il quadrato della perpendicolare MP 
è uguale al rettangolo de’due segmenti PT, PS dell ipotenusa TS, 
dunque la sunnormale PS h uguale alla metà del parametro. Il che 
si doveva dimostrare. 

716. Scolio. La distanza del vertice yd dell’asse al piede S della 
normale essendo eguale all'ascissa AP più la metà del parametro, 
ne consegue evidentemente che il piede della normale può indeCni- 
temente allontanarsi dal vertice A. Per l’opposto non potrà mai av- 
vicinarsi allo stesso vertice indefinitamente. Infatti, quando l'ascis- 
sa è uguale a zero , ossia quando il punto M coincide «ol punto A, 
la distanza di questo punto al piede della normale diviene eguale 
alla sunnormale. Se dunque si prenda LF=FA, il punto L sarà um 
limite, a cui il piede della normale, che è situato sempre a destra 
di L, s'avvicina indefinitamente a misura che il punto M s'aTvieiM 
al vartict À. 
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CAPITOLO IV. 

De diametri dtlla parabola. 

717. La deGnizione del diametro delia parabola è quella stessa, 
che è stata data per rellisse, e per Tiperbole ( n" 3B4 ). 

718. Poiché la parabola NMN' ( 6g. IS2 ) si può considerare 
come un’ellisse, il cui centro trovasi ad una distanza inGoita dal 
vertice // dell’asse ( n“ 27S ), ne consegue che nella parabola de- 
vono esistere inGniti diametri tutti paralleli all'asse della curva. 
Ciò non ostante, daremo nella proposizione che segue un'altra di- 
mostrazione di questo teorema. 

Proposiziome XK. 


719. Nella parabola, ogni retta MS parallela aWasste Ax, è 
diametro della curva { Gg. 152 ). 

Dim, Dinoti jiC il parametro: si conduca JUP ordinata all’asse, 
ti prenda AT=tJP, e si tiri TM^ che sarà tangente alla Mrva 
( n“ 709). Da qualsivoglia punto jV della curva si conduca l’ordi- 
nata ND all'asse, e la corda NN' parallela alla tangente TU. Per 
la proprietà della parrbota ( n° 686 ) si ha 

CA: MP \ : MR APy 


o raddoppiando i conseguenti 

CAi 2MP::UP.2AP, 


o inGne 

V ■ CA.2ÈD::MP. PT. 

Ma per 1 triangoli simili MPT, NDR la ragione di MP a PT è 
uguale a quella di ND a DR, dunque sarà . r 

ca:2Ed::nd. DR, : 


ovvero 


2NDXED=CAXDR. 

Or per la proprietà della parabola sopraccitata si ha 
NÌP=CAxAD, e WE‘‘=CAxAP, 

per conseguenza sarà la somma de'qnadrati di ND, e di DB eguale 
al rettangolo del parametro CA nella retta DTy che è uguale alla 
^omma delle due rette AD, ed AP, ovvero sarà 

Jìcr-\-VP=:CAxDT. 

Sottraendo da una parte 2NDxDE, cioè il doppio rettangolo dì 
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ND in DE, e dallallra il suo eguale C4XDR, resterà da una parte 
il quadrato di NE, differenta delle due rette ND, DE, e dall altra 
il rettangolo contenuto dal parametro CjÌ e dalla differen» delle 
rette DT, DB, che è uguale a RT, o pure a MO, vale a dire sara 

Ne'siCJxMO <■ 

Ciò premesso, se in luogo del punto iVsi consideri il punto A', 
e da questo si abbassi sopra ME la perpendicolare N'£?, si dimo- 
tirerà come sopra che 

CA. 2DfE' ; : N'D': DR. 

e però sarà 

^ 2 ND'xD'E=CAxD'R. 


Ma N'D'=CAx^D', e TJE'=lUP‘=CAx.AP, 
dunque facendo la somma de quadrali di N^ff, e di DfEf , risulterà 

Aggiungendo da una parte 2N^D^'^^DE, e dall altra CAp^JD^ R, 
ti avrà 

N<ì^=CAxTR. 


Ma TR=M0, dunque il quadrato di NE è uguale al Quadrato' di 
N'E', ovvero NE=sN'E’, e quindi sono eguali i triangoli rettangoli 
NOE, N'OP, ed è NO^N'O. Da ciò si deduce che la retta MS 
divide in due parti eguali tutte le corde parallele alla tangente TM, 
e per conseguenza è diametro della parabola. 11 che si doveva di* 

PaoposiziOME XXI. 


720. Ntlla parabola, la retta che unisce i punti di mezzo di due 
corde parallele, è diametro della eiarva. 

Dim. 5i vegga la dimostrazione fatta per Tellissef n" 368 ). 

721. Corollario. Apparisce da questa proposizione che la retta, 
la quale unisce il punto di contatto di una tangente alla parabola, 
«d il punto di mezzo di una corda parallela alla tangente medesi- 
ma, dev’ esser diametro della curva. 

PaoPOSiziOiNE XXII. 


722. Un diametro della parabola non divide in due porti egtudi 
che le sole corde parallele alla tangente condotta pel vertice di esso 
siiametro. 

\ • « 

Dim. Si vegga la dimostrazione fatta per l’ellisse ( n" 670 ). ' ^ 

1 723. Corollario. Si deduce da questa proposizione che ■ ' * 

NAla parabola, due corde non si tagliano mai scambievolmente 
in dm parti eguali. ■ , • ' ' ' i 
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• ' ‘ CAWTOLO V. . • ^ 

. ■ . ■ ,• Iklla parabola riferita ai diametri. : 

724. Dalle cose dette ( n* 719 ) apparisce cLe quando la para- 
bola vien riferita a un suo diametro, s’intende riferita a un sistema 
di assi obliqui, in cui il diametro è 1 asse delle ascisse, e la tangente 
condotta pel vertice del medesimo diametro è l’asse delle ordinale. 
Vedremo or ora che la proprietà della parabola riferita all’asse si 
trova ancora nella parabola riferita ai diametri. 

Proposizio.ve XXIII. 

725. Nella parabola, t quadrati delle ordinate a un diametro 
qualunque eianno come le aeciete eoriispondenti ( fig. 153 )■ 

Dim. Sia HR un diametro qualunque della parabola. Dai punti 
G, e TV della curva si conducano le ordinate GL. NO, che saran- 
no parallele alla tangente MS, e le perpendicolari GP, NE allo 
stesso diametro. 

Essendo simili i triangoli GLP, NOE, s'avrà 
GL ': No ’ : : Gì»’: NE ’. 

Ma ( n” 719 ) il quadrato di GP ò uguale al rettangolo dell’asciss* 
ML nel parametro dell'asse Ax, ed il quadralo di NE al rettangolo 
dell’ascissa MO nel parametro dello stesso asse, dunque i quadrati 
delle ordinate GL,NO e\ diametro MR stanno come le ascisse corri- 
spondenti ML, MO. Il che si doveva dimostrare. 

T26 Scollo. Analoramente a ciò che si è detto pél parametro 
dell' asse, si dà il nome di parametro di un diametro MB della pa- 
rabola alla terza proporzionale in ordine ad un’ascissa ML ed alla 
ordinata corrispondente LG. 

727. Corollario. Dalle cose precedenti apparisce che 

Nella parabola, il quadrato di uriordinata a qualsivoglia dia- 
metro è uguale al rettangolo deUl ascissa nel parametro di esso di»- 
metro. 

Proposizione XXIV. 

728. Il parametro di un diametro della parabola è uguale al 
quadruplo del raggio vettore, che termina al vertice di esso dia- 
metro ( fig. 154 ). 

Dim. Sia MR un diametro della parabola, ed Ax l'asse. Dal ver- 
tice M del diametro si conduca la tangente TM. e dal vertice A 
dell’atse la eorda parallela alla tangente medesima. Finalmente, 
si tiri l’ordinata MP aH’a<se, il raggio vettore MF , e si chiami A 
il parametro del diametro MR, e L quello deU’assc Ax. Nel trian- 
golo rettangolo Ml’T il quadralo di MT i: uguale ai quadrali di MP, 
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e di PT, vale a dire al rettangolo APxL , ed al quadruplo qua- 
drato di AP, perchè 7’. Quindi il quadrato di TM, o deU’or- 

dinata AO al diametro MR. è umale al rettangolo contenuto dall’a- 
scìssa AP e dal quadruplo di AP con l'aggiunta del parametro L 
detrasse, ossia si ha 

A(P=APx.{h.AP^L). 

Ma lo stesso quadrato di AO è uguale al rettangolo dell ascisaa MO 
nel parametro K, ossia ad AP>Ùi, dunque sarà 

K=l^AP-\-L. 

Or si è dimostrato ( u° 697 ) che il raggio vettore MF è uguale al- 
l’ascitaa y/Ppiù la quarta parte del parametro dell’asse, per conse- 
guensa dovrà essere il parametro A del iliainetro MH quadruplo 
del raggio vettore Mf'. Il che si doveva dimostrare. 

7*29. Scolio I . Se il diametro MR si prolunghi finché incontri la 
direttrice yVZ,sarà MQ=MF, e pero risulta MfJ eguale alla quarta 
parte del parametro dello stesso diametro. E poiché ( n” 707 ) la 
ugura QilFT è una losanga . il perimetro di questa figura sarà 
eguale al parametro del diametro MR. 

730. Scolio 2. Dallo scolio precedente si deduce che 

Nella parabola, il minimo parametro è quello dell asse. 

781. Scolio 3 Dal fuoco P si conduca al diametro .ÌIR l'ordi- 
nata SE. La fìgura MEFTè un parallelogr.unmo, e p‘TÓ suri ME 
a=TF, ma TF=FM ( n®70i ), dunque ancora MA’=.MP. Ma si 
ha S.È*c=MPxA’, ed è poi il par.imetro K eguale a quattro volte 
lliF, dunque sarà 

5À*=s4^I”, ovvero SE=z'lìAF. Da ciò si conchiude che 

Nella parabola, la doppia ordinata di un diametro MR, la 
fuale passa pel fuoco, è uguale al parametro di esso diametro. 

Proposizione XXV. 

732. EiSendo data la parabola, trovare l’asse ( fig. 1S3 ). 

Sol. Si tirino due corde parallele GQ, NN' in qualunque dire- 
xkme. Per i punti di mezzo L, ed 0 di queste corde si conduca la 
, retta MA; questa sarà un diametro della curva ( n" 7*20 ). Dal punto ^ 
N si abbassi sopra MA la perpendicolare NE, e sì prolunghi ùnebè 
incontri la curva in un punto A. Si divida la corda NA in due parti 
eguali nel punto O, e da, questo punto sì conduca la retta 0.4 pa- 
rallela al diametro MA. E manifesto che AO sarà l’asse richiesto. 

. Il che si doveva fare. 
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. . ' CAPITOLO VI. 

Della parabola riferita ad un sistema qualunque di assi 
cooi'dinati. ■» 

733. Fin qui si è considerata la parabola rispetto al fuoco ed alla 
direttrice, aH'asse, ed ai diametri. Quando la curva è stata riferita 
all’asse, il sistema degli assi coordinati era rettangolare, ed era poi 
obliquo quando la curva medesima è stata riferita ai dìaineiri, ma 
nell'uno e nell’altro sistema Torigine delle coordinate si trovava 
sempre sulla curva; non mai si è considerato il caso, in cui l’origine 
si trova situata fuori, o dentro la parabola. Ciò faremo nella pro- 
posizione seguente. 


Proposizione XXVI. 

734. Ideila parabola, il rettangolo delle ordinate corrispondenti 
ad un'ascissa qualunque é in un rapporto costante col rettangolo 
delle distanze del piede di queste ordinate ai punti d'incontro della 
curva coll asse delle ascisse ( fig. 155 ). 

Dim. Supponiamo che la parabola sia riferita ad un sistema qua- 
lunque di assi coordinati Ox, Oy. La’ retta VQ, o PR, parallela al- 
l'asse Oy delle ordinate sarà un’ordinata della curva corrispondente 
all’ascissa OP. Or dico che il rettangolo QPR delle ordinate PI}, 
PR sta in un rapporto costante col rettangolo delle distanze 

del piede Z’ delle due ordinate ai punti d incontro della curva col- 
l'asse Ox delle ascisse. 

Pel punto di mezzo K della corda MiVsi conduca il diametro ..Z/il, 
e dal punto P la retta PD parallela ad AB, che incontri la curva 
nel punto C, da cui si tiri la CH ordinata allo stesso diametro’ AB. 

Il quadrato di CU, o di PK, è uguale al rettangolo dell’ascissa 
AU nel parametro del diametro AB, ed il quadrato di IVK al ret- 
tangolo dell’ascissa AR nel parametro dello stesso diametro. Quindi 
la differenza de’due quadrati è eguale al rettangolo di hU, differen- 
za delle due ascisse, nel parametro del diameU'u AB. Or essendo 
PM la somma delle due rette PA, e JVK, e P/V la differenza delle 
stesse rette, sarà il rettangolo MPjV eguale alla differenza de’qua- 
drati di PR, e di AJf, dunque un sillàlto rettangolo è uguale 'a 
quello di RU, o di PC nel parametro del diametro AB. 

Ciò premesso, se pel punto di mezzo (ì della corda RQ si faccia 
passare il diametro A’P, e dal punto C si conduca un ordinata ‘a 
questo diametro, si dimostrerà come sopra che il rettangolo QPR 
c uguale a quello di PC nel parametro del diametro Et'. Quindi il 
rettangolo QPR sta al rettangolo MPA in un rapporto costante, 
vale a dire come il pararaetio del diametro EE al parametro del 
diametro AB. il che si doveva dimostrare. 
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T85. Seoiio 1. La dimostrazione pracedenle ò generale, qnaluB- 
qua siasi l'angolo QP.U delle coordinato, e quolunqne siasi la posi» 
■ione del punto P, fuori la curva, come nella lìg. 135, o dentro là 
curva, come nella fig- 156. 

736. Setola 2. Richiamando in questo luogo le dimostrasioni 
fatto per l'ellisse f n“ 418 ), e per l’iperbole ( n“ 622 ) si puh con- 
chiudere che 

In ogni tezione contea i rettangoli MPN, M'P'N', M"P"N", eoe. 
deirordinate etanno come i rettangoli APB, AP'B. AP"B, ecc. delle 
distanze de' piedi delle ordinate ai punti tf incontro della Curva 
colf asse Ox delle ascisse ( fig. 86 ). (d). 


CAPITOLO VII. 

Relazioni fra le seganti, le tangenti, ed i diametri 
della parabola. 

757. Dalle cose dette nel capitolo precedente si deducono Imme» 
diatamente i seguenti teoremi ; 

Proposizione XXVIl. 


738, Nella parabola, se due corde MN, RQ si tagliano futm, o 
dentro la curva in un punto P, » rettangoli MI’N, QPB_ de' loro 
segmenti stanno come t parametri de'diametri .4B, EF, ai guadile 
dette corde sono doppie ordinate { fig. 135, l56 ), 

759. Corollario 1. Apparisce da questa proposiziono che nella 
parabola due corde si tagliano in parli reciprocamente proporsio* 
pali solamente quando i diametri Ali, EF sono equidistanti dall'as» 
se della curva. 

740 . Corollario 2. Se delle coppie di seganti parallela si cendu* 
cono alla parabola, il rapporto de'retlangoli de’segmenti corrispon» 
denti a ciascuna coppia di seganti è sempre costante. 

741. Corollario 3 . Se da un punto situalo fuori la parabola si 
conduca una tapgepte ed una segante , il quadrato della tangente 
sta al rettangolo della segante nella sua parte esterna, come il pa» 
rameiro del diametro che passa pel pnn'o di contatto, al paramento 
del diametro, che avrebbe por doppia ordinala la parte interna del» 
la segante. 


{ti) Nella nota al n. 4l9 abbiam data la dimostrazione algebrica ^ 
miesta proprì^t4 gcpcraie delle sezìuui coniche» Si pu6 or^ coinpreildere ciò 
che abbiam detto in quella nota intorno »i due principj,,o proprietà generali, 
da cui dipendono liitle le altre dello sezioni canidie. E per mwq di questi 
principj che la scienza si riduce ad uniti di dottrina. Quiodi giova che gli 
studiosi acquistano la conoscenza perfetta ili detti prlBcipj, e $i csercitlPO 
a vederne le più lontane conseguenze. 
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Infatti, Bc la segante diviene latgenle, il rettangolo QPR ti 
trasforma nel quadrato delia tangente medesima. 

742. Corollario 4. Se da un punto siiunlo fuori della parabola Si 
conducano due tangenti alla curva, i quadrati di queste tangenti 
sono proporzionali ai paramenti dc'diainctri, che passano per i pnnti 
di contatto. 


Proposizione XXVill. 

743. Se tma corda NN' incontri due d'a/netrlrnS, Ax della pa~ 
rabda, s reWwu^o/» NON', NRN' de' seijimiili di essa corda tono 
proporzionali ai sementi MO, All, covipresi fra i punii d'incon- 
tro ed i vertici de diametri ( fig. 1 67 ). 

Dim. Infatti si tirino le corde KL, EF II rettangolo ROW è e- 
guale al rettangolo di MO nel parametro del diametro, cui la corda 
NN' è una doppia ordinala (n“ 7.‘t.> ), Similmente, il rettangolo 
NRN' è eguale al rettangolo di AR nello stesso parametro, per con* 
seguenza il rettangolo 7VWV' sta al rettangolo come MO ai 

AR. 1! che si doveva dimostrare. 

Proposizione XXIX. 

744. l'n etrehiu non può tagliare la parabola in più di quattro 
punti l fig. 1158 ). 

Dim. Supponiamo che si riano tirati nella parabola due diametri 
equidistanti daU’assc, e che la corda AB sia una doppia ordinata di 
uno di questi diametri, e la corda CD dell’altro. 11 rettangolo AOB 
sarà eguale .il rettangolo CO!) ( n”739 ); e per conseguenza per 
i quattro punti L>, A. potrà passare una circonferenza di cer- 
chio. Or dico che questa circonferenza non può passare por un al- 
tro punto R della parabola. Infatti, supponiamo che vi passi, e si 
tiri la corda AR, allora per le proprietà del cerchio sarebbe il ret- 
tangolo ASR eguale al rettangolo CSD, Quindi il parametro del 
diametro, di cui AR è una doppia ordinata sarelibc eguale al para- 
metro del diametr.', di cui CU, ovvero AB, è una doppia ordina- 
ta; il che non può sussistere, perchè non vi possono essere Ire dia- 
metri equidistanti dall'asse. Dunque un cerchio non può tagliare 
la parabola in più di quattro punti. Il che bisognava dimostrare. 

Pnoposi?toNE XXX. ‘ 

745. Ac.'/rt parabola , la tottangente reìatita ad un diametro 
ò doppia dill'ascieea del punto di contatto ( fig. 15U ). 

Dim. Sia AC un diametro della parabola. Da un punto il della 
curva si tiri la t.'ngenle MT, che incentri il diametro in un punto 
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T, 8 la corda MN parallela alla tangente AE al vertice del diame- 
tro. Dico che la tottangente P7' è doppia dell'ascissa APdeì punto 
Mài contatto. 

Si tiri il diametro ÌIIR, che incontri in E la tangente AE, indi 
dai punti A, P, e N si conducano le rette Ali, PD, NE parallele 
alla tangente 3JT. 

Essendo UN doppia di MP, sarà NE doppia di PD, o della sua 
eguale AB. Quindi il quadralo di NE sarà quadruplo del quadrato 
di AB. Ma NE, ed AB sono ordinate al diametro JÈE, ed i quadrati 
delle ordinate stanno come le ascisse corrispondenti, dunque sarà 
l’atcitsa ME quadrupla dell asrissa MB\ e per conseguenza sarà 
MD doppia di MB, perchè essendo MP=PN, in > irlù delle parallele 
risulta UD=DE. Quindi sarà MB=BD. Ma MB=AT, c HD=AP, 
dunque la sotiangente i’T’è doppia dell’ascissa .,^^dcl punto di con- 
tatto M, 11 che si doveva dimostrare. 

746. Seolio. Questo teorema avrebbe potuto dimostrarsi più bre 
veniente perchè neU’ellisse (n° 435 ) i punti T e P sono conjiigati ai 
due vertici del diametro. Or essendo la parabola il limite dell ellisse, 
uno di questi vertici si trova ad una distanza infinita dall'altro ver- 
tice A. Quindi per la proprietà della proporzione armonica (n°l02), 
il vertice A deve coincidere col punto di mezzo della sotiungcnte 
PT, ovvero dev'esscr questa doppia dell'ascissa del contatto M. 

747. Corollario. Essendo EM=.7P, e MB=AT, sarà E.ìl eguale 
e parallela ad AT,e però saranno eguali i due triangoli O.UE, OAT, 
donde si deduce OA=OE, e TO=OM Quindi. 

Se dal vei tiee A di un diimetro AC dAla paroLola si conduca 
una tangente AE, che incontri in E un di imeh o MR, la tangente 
accennala sarà dirisa in due parti uali dalla tangente MS con- 
dotta dal vertice del secondo diametro. 

^aoPOSuioME XXXI. 

748. Ndla parabola, te dagli estremi di una eorda si rondnenno 
le tangenti, queste andranno a concorrere in un punto di l diame- 
tro, che divide la corda in due parti eguali ( fìg 92 ). 

Dim. Si vegga la dimostrazione fatta per Tellisse ( n° ]. 

749i Corollario. Viceversa, ( n* 446 ). 

Nella parabola, la retta che unisce l incontro di due tangenti 
col punto di me'..zo delta corda di contatto, è diametro della curva. 

PnoposizioNE XXXII. 

750. Nella parabola, se si conduca una retta parv.llela alla eor- 
da, che uniìce i contatti di due tangen.i, le parli di essa retta, 
comprese fra la curva e le tangenti , saraiuio eguali fra loro 
( l'g- ‘-12 • ) 

Bim. Si legga la dimostrazione fatta per l'ellisse ( u° i48 ). 
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PaoposizioKE XXXllL 

/ttl» iSc da ua punto situato fuori la parabola si conducano dui 
tahgenti, éd una segante, che non sia diametro, essa segante sarà 
dttisa armonicamente dal punto accennato, dalla cwta, e dalla 
corda di contatto ( fig. 92 ). 

Dim, Si Vegga la dimoslrazioiie fatta per Téllisse ( n“ 448 )» 

I 

PfiOPOSlZlOME XXXI V. 

Condwre la tangente allts pUCahoia in un punto doto sulf 
la curva ( fig. 160 

Sot‘ Sia iV il putilo dato. Si tiri da questo punto una corda 
6d a questa la parallela EL. Per i punti di mesco P, ed 0 di que* 
Bte corde si conduca la retta EEt questa sarà un diametro della cUr'* 
va, Cui saranno ordinate le rette AlP, EO ( n® 720 ). Finalmente , 
bi prenda sul prolungamento di £E una parte ET—EP, e si con- 
ciunga il punto T col punto ^per messo della retta TM, che sarà 
la tangente richiesta ( n® 745 ). 11 che si doveva fare. 

753. Scolto. Se la curva non è descritta, e sia dato ( fig. 159 ) 
11 punto AI e l’asse , o pure im diametro , e la tangente JL 
al vertice di questo diametro, allora dal putto Al si condurrà la 
retta lUR parallela ad dC, che incontri la .tangente dL in un punto 
E. Si diyderà jdE in due parti eguali nel punto 0, e per ì pUnti M 
«4 0 si tirerà la retta AIT, che sarà la tangente richiesta ( n® 747 ). 

Phoposizionb XXXV. 

^83. Per un punto dato fuori la parahtda condurre una tan^ 
pente alla curva ( fig. 158 

Sol. Sia T il putto dato. Sì cotduce dal putto T una reità TC 
parallela all asse della curva ; indi si tiri al vertice jd del diametro 
la tangente EL, e si prenda AP=.iT. Finalmente, si conduca 
dal punto P la PAI parallela ad EL , la retta MT sarà la tangenle 
Picliieslak il che, si doveva fare. 

754k Scotio, E manifesto che sé si congiunga il punto 7" col pun* 

A', si avrà un’altra tangenle. 


PINE, 
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Bùognn mer cura di fare le seguenti correzioni 
prima di cominciare la leitttra delt opera. 


Kum. 

terso errori 

correzioni 

44 
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ad esM base 

alla metà di essa base 

61 

12 

a diiferenti pati 

ai differenti rasi 

67 

8 

l'ordinala PÀI' 

l'ordinala PM”' 

80 

15 

la linea PI3' 

la linea P'D 

92 

20 

un arco OX' 

un arco KX' 

108 

14 

ai:, RC 

Al), BC 

109 

1 

C 

I) 

208 

2 

o 

0 

252 

3 

si divida CG nel pun- 
to S 

Si prenda un punto S tale che 
sia CS a (.(> 

252 

8.P! 

9 SG 

C(i 

819 

19 

In somma raggi vet- 
tori 

la somma de’ raggi vettori 

893 

16 

ng, BM 

l'O, PM 

895 

8 

un parnllclogrammo 

un parallelogrammo, e l'angolo 
ACO=UCO 

405 4, e G ALRS, AR 

ALBS, AB 

457 

25 

AM 

Ai: 

459 

II 

Q 

1 

465 

2 

n® 100 

flg. 100 

512 

5 

i raggi riflessi 

ì rag^i riflessi prolungati 

518 

8 
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la minima 

559 

9 

la retta Oy 

la retta Oy parallela alla tan- 
gente Kll 

561 
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BH 

KII 

610 
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1 asse 

un diametro 

690 
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CU 
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